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leo linuiitGacblii-li durcli 
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VtvlcUe die einzelnen -^H 


'I'lie;i.'Uen auf eiiiauder 
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lebe er von Seileu d 
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[(iulitigkrit nnd niicb ■ 


(»llcn IticIilÜDffcn diespl 
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Jn eifern mit wägba- 3 
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urae dagegen kutin 
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eine Diditigkeit toi. 


jenfr verscIiieclaD Ecio 
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Q reguläres Polyeder 
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Wirkung der Lenaclilmrl 


eil Tbeilcben iiuf ilii» 


elhc eine iibstoBscnde S 
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oniil gesetzt werileci 
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eben ! agc nach der " 


Zeit /, so ist 
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Jie DiffereatialffleichuDg der Beweg'nng, wo e die Grösse der ab-— 
siDBHendeo Kraft io der liliiiljeit der Entfernung Busdrnckt und o^n- 
btir (iropartioDat der Elasticität des Fluidums ist. Aus dieser Giei- ^ 
cbuDg ergibt sich tolgeodcs lotcgral (s. Trail^ &inent. de cbIcdI^H 
diiFär. et integral par Lacruix, 4. editiuD 316): ^^1 
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-), (2) 



nelcbes die Gesetze der 
man zur BestiiDiiiung der 



iD^ des Tlieiicbens enthält. Settt 
irhchen CoostoDteD in dieser Glei- 



F = a fir r = 0, 



au Jiamnit 
folglicb 



9 t V7 (3) 
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wo a die OscillalioBB- Ainpli lüde des Theilcheos beüentet. 
Die ScbwingDDgsdauer r ist offenbar bestinml durcb die Ra- 
lalion 



fulglicli \ai 



r KÜri 



il/« = 2jr (4> 
je^a coB 2«. — 1 

balbcr durcb z 



= tt, obDC UnterHchied ^| 



des Zeicbens, die grösste Osci I Inti onsE^escb windigke 
VibratioDs-Intensitiit -- des Tbeilcbe'ns bezeichnet. Nimmt 
nan die Inleasität der abstosaeriden Krafi in der Einheit der Ent- 
fernung als Einheit iiu, so ist 

t=l 



Bnd obige Gleichungen (5) gebea unter die 
•firigende- 



r \ urauaaelzuog über in 



[ ifie Dauer < 



r Osciliation bedeutet, 




zabi der Scbwingungen , welche das Aetlertbeilcheo während der 
Zeit seiner Bewegung g-emacbt hat, und mau sieht also, wie durch 
diese AnzaLI und^ die ScIiwioguDgsweile des Theilcbeua seine Ge- 
schwindigkeit und EntferDUDg vua der urspriinglicheu Oleicbge- 
vtichtslaffe bedingt sind. Es sei nun auf demselben Strahle bomo- 
tttnet Lichtes E die Entfernung eines zweiten Aethertheilchens von 
jenem und /die entsprechende Lunge einer Aetberwelle, so ist 






Antahl der Wellen zwischen beiden Tbeilchen. Da nun 
Zeit 
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= t, Ez=tl, E=5i. 
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m/ 




anlangt; so hat das erste Tbeilcben a 
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lieh ist die Anzahl der Oscillationen die 
f offenbar 
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it 


a:=: 


.c..2M-f- 


f 








K 


* = 


a .-,. ^ (i- - 


f 


(7) 






1 






Be Gleichungen 


seiner 


Bewegung. Ist 

E=Hl~t-f 








i 


VfB m eine ganxe Zahl 
bezeichnet und mithin 


und y irgend e 


nen 


Tbeil 


er Aetberwelle 






9.>0</ 


ch 
i) 


unter d 


e For 




ist, so können o 


bige Gleichungen (7) a 


m 
















(8) 








» = 


R sin 2)r (y - 


T» 









g;ebrucbt werden, da eine Verminderung des ganxen Bogens uin 
2iMir weder dessen Cosinus noch Sinus ändert. Jener Tbeil ^ der 
.4etli«rwell« heisst die Phase dea vihrirenden Theilcbeus. 



Aus den Gleicliuncieii (6) und [S] futgt 

^" + ,.'=«> (9). 

Durcliläuit tiha nalircDil der ■ScIiwingung'silDuer t-In^ä Aellieribeil- 
cliens ein Punkt mit gleicljfiirini^cr Guarliwindiifkeit <lie Pcnplierie 
eiues Kreises, dessen Riidius gleicli ist der ScIiwinguDgsweile jenes 
TLcilcliena: eo bezeiclincii die recbtwiokli^eD Cuurditiuten dieBU 
Punkies die gleich zeitige Ge^cliwindigkeil und Eultenmug des 
Aeiliertljeileheiis vuu der urK|irüiigiit']icit I>ogc seines Gleiehge- 
wLcbles. 

Die Vibralinnen des I.ictites sind (niDsverstile, d. L. sie er- 
folgen Bcnkreclt lur Kurt|i|]nnzutigs-liic1ilung, uder, wiis iliisselbe 
bersst. senkrrcbt zum Licbrttriibl, lieg,en alsu in oiiier «uf leiste rem 
Dormiilea Ebene. Kin Sirnbl, dessen AeMierlbeitcheii olle naeb 
derselben cunsiunten ItirbMing asuilliren, hüisst grudlinig pala- 
risirt. Die <>leiel>ungen (K) enthüllen diu Gesetze der BcwcguDg 
«einrr Tbeilclien. Zwei zusumueD lallende Strahlen sind senk- 
reelit zu einniidrr piilurisirt, wenn ihre -Scbwingungsriclitun- 
gen reehlwinklig ^egen einunder sind. In BetreU' der lineLireo Po- 
larisutiuu erldulxn wir ubs uut' Aul'sulz L. im 1. Tbcile des Ar- 



Unit 


tlicfi 


t duss 


Ibe Aelbcrlhei 


eben d 


er Hitiwirkiing e 


nes zwei- 


len Vibr 


tion 


T2 


es von gU'iel 


er »cl 


sc <p, und ver 


gicicber 


Wellenlä 


nge 


r verscbiedeuer Pli 


chii'deuer 


Schwing 


uiigswcile e 


,, oder, was 




r Viirjiusselzung 


nucb das- 


«elbc be 


ssr, 


erschi 


dcncr Intens) 


ät «,' 


und bezeichnea 


V, und y 



svhwindigkeit des Tbeikliens und dessen Entfernung 
er urB|irDnglichen Luge seines Gleicbgewicbtua nucb der Zeit St 
> eDibaltea die Gleicbuugen 

f/=a, cos 2:1 ( ^)j 



'(t 



-M' 



oder (1(1) 



echend« 
s jeden 

i Tbeil.-I 



II Gesclxe der Bewegung, 



Folge der Binw'ir- 
Lui<iiiuii>B)iiiviiiE (iiii:iii wurde die licwe- 
illiiiis und durch uhige Gleichungen (S) 

.j ^ Wirken tibo»- beide Systeme gleirbzeitig 

< 'riicilcben und sind z, II. ihre \ ihriiliuiisriciktuDgcu zu einan- 
ikrccbt, SU ist diu Huhu des Tbcilcbeui eine ebene Curve, 



= «c.s2;r(-i 
a, cos 2;r { — 



(II) 



die gleiciizcitigea recbtninkligcn Cuordinalcn des Aeihertheilchcns 
BUsdrückcn. Eliuinirl man diu Zeit t aus diesen GleiubuDgcu, an 






elltst. MOD erhält i 



2ir(4- - f) = «rt (co. = ^) 



= (™ = J^) 



r weDD nBD auf jeder Seile die Cosioua Dimmt 



T^ = fl;+l/Rr.lA^ 



a2«. 



l 



(*2). 



Das Aetliertlicilclien liesqlireibt niso im Allgemeiocu eine KlliiJsi 
welclie UDter g-ewisseu Beilin;fUDgen in eineu Hrers üiiergeLi 
kunn. Pllunzen sicli iiian zwei Strahlen Ijumogenen ]/ic1i1c 
weldie TOn einer Licliiquelle uusselieo und senkreclit zu eitmnd 
puhirisirt sinil, nacli deraellieu Hirllun^ fort: so isC jedes Aetlie 
ikeiU-beo dieser beiden zusiiiiimeiifHlleiiden .Sfriilileii der ^leicliz«: 
tigen Eiriwirkuntr zweier zu einiinder »rlliD^ionalen \ ilinitiun 
Systeme unierworfen, deien GleidiunG^en (S) und (10) sein tnüge 
und (»Iglicli hört die Bahn des Tlieileliens auf eine ftrude Linie 
zu sein und t;eht im Allgemeineu in eine Elliijse über, welche 
während iler ScIiwiiiffUDgiMlauer i t uQ dem Theilcben durchlauten 
wird. Der l.ichlstralil g*-lit durch die urajiruii^liclie Gleicligewichta- 
lai^e, den 3]illc][>unkt der. Ktlipse und steht normal auf der KLene 
deraelljen. lüiu «olcher Stntlil, dessen Aetlierlheikben sich in einer 
Ellipse uder einem Kreise heweKeii, heisal elliptisch uder kreis- 
förmig polurisirt und ist im Alt^omeineD ai<>u identii^ch mit 
«inein Systeme zweier gradlinig und reclitwinkliif zu eiuunder po- 

MMrifiiricü Strahlen vun gemeinschaftlicher FurtpSanzungsrichtuDg. 

HAe'r verschiedcuen Ititeusitäten und Phuseu. 



Die Axen der v<i 

«dien Habn (1^) iaHe 

-gleichzeitig einwirkei 



, dem Aetherlhcilchen tesohriebenen dlipii- 

mlt der Richtung jeuer auf das Tlicilcben 

len oribogonnleu v'ihratianssvBteDie (S) und 
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etofiicljcii «ich diescllien folgendergeatiilt : 



(19) 



Ul l'crnpr «//r diis Diffcreoliul «Ina Bojrcns der \ita dem Aerlierllicil- 
cliFTi lie£cliric!>eii(^a t'urve unil F die TuugtDtialpescliniDiligkpil 
den Tlieilcliena im PunlUe a:rf seiner BuIid, go ist (s. l'uiGsuu He- 
runrijiie, ddilioD 2 145) 

'^— F 






4u3 (19) rr^ilit sich durcli Diffcrcnlint 






i B .dB = — v .. 

B, .,lB,z= — v, 



Jic AenderuDg der l'lia 
I dieselbe \ai, folghcb 



tl^ = dtp, 
dB = dB, 



dM - 



( 6 (22) 



u'u i den Winkrl LeKciciincI, den die Tnngeote im Punkte xif iiii 
die Curve (|-2] luit di-r Aliaci^seniixe Lüdet. Sind ferner t und rj 
diK Winkel, »cIHiG mit dcrsclbpn Axc resjieclive die Narmiilc in 
di'mscilien Punkte xif imil dir Rndius Tcclor vum Cenirum der 
Ellipse niicli diesem l'uakte muclieu: su ist (s. Biot G£om<itric aiia* 
Miqnc, tnlil. 8., 50) 



Inug s 



(23) 



tiing 11 = ^ = - 



folfflieb ist der Winhul &, dun din bniden )etEter«D Linien niteiii- 
aüStt liiliten, i^eg^cbeu Uurcli Ana Ausdruck (Biut Gt^om. «aal. 5ü) 



t\,as » = 

Au« >leD qieiclmngen (20) und (22). erhält i 
du _ IK _ ^^^?~^> 



rcL den Ausdruck 



4 



,g»d ein. 



catcul diff. et inUgral 



.Üifeü 



Sulisfituirt man liirriii fiir die beiden Dificrentiiil-Cuenizienten ihre 
WerlLe uus (22) und (25), su kommt 



'm^ Centrifii^nl kraft f des Tlieitcbens in demselben Pnnkte seiner 
Balm ist bestimrot durcli die Gleichung |b. PuiBson Mäcanlque 169) 



wean tnnn fiir f Beinen Wcrtli uus der vurLcrgclicnden Gleicliung 
nilMilDirl.' Aus (21) t'ulgt 






.^)i_(^^_ 



|(c*-|-f',!/)' + {t'i/ — w,j.)»t cus' &=s{t'ff—v,xy 



= ^ = (ry- 



(2S|- 



Im Punkte a:y, denge o ÜBifcrnug 
Wichtes j-^K^'-f-y' iit, ist <li 
dns AettierlbeilclicD vud der Einn 
eben erleidet, nacli dem Centrum 
Rudiua Vettor [iroporliimal. Nein 
sclieben, die «bstnsseude Kruft in 
Krsft-EiDheit nn. so ist dieselbe 
durub r und nach der Normalen : 
legt durcb 

J=r cof 
Aus (27), (28), (29) tbigt 

j__ vy — vix _ 



^ vuu der Lage des l)luicbij;e- 
e bescbleuaiffeude Kraft, welche 
rkuiie^der beDachbarten Tbell- 
der Ellipse gerichtet und dem 
en wir uUo, wie oben (II) ge- 
der Einiieit der Eutfernung als 
n dffr Entfemung r auBgedriickt 
a die Baho im Punkte i 



,■> (2»). 



-F (30). 



Die Centrifuffi 
Punkte Heiner Babi 
der Ricbluns der Normali 
geoden Kraft. Obg;leicb 
glauben — dem nllKc 
folgt dennocb der Li 



j 

od etDeokS 
der na^S^ 



ilkriift des AetLertbeilcbeus in irgend etuei 

I ist also gleich, aber entgegengesetzt der n« , 

in diesem Punkte zerlegten bescbleuni- 

a — soviel wir wenifcstens zu wissen 

Gravi tationsgeselze hiebt unterworfen, 

>ich[äiher in seiner Bewegung denselben Ge- 



setien di 
per unterlieg 

Ans (28), (19), (18), (17) ergibt sich 

Vr cos 3-^vy — f,^ = aa,(sin B cos . 



Mechanik, denen auch die ponderabilen Kör- 



= ao, sin (Ä— fi,) = ao, sin A=QQ, 



(31). 



J=^=^-F (32). 



Die CentrifngBlkrart des 

seiner elliptischen Hahn 

scbwindigkeit in diesem 

Ans (31) scblieHsen 



Aetbertheilchens ia irgend eine 
st also umgekehrt pro|iortionBl s 



folglich 

y, =; r iin 9 = —^ • ^J^ ^ -^ ■ tang d- = J. lang * (33). 

Diese nacli der Richtung der Tangente an die Bahn auf das Aether- 
theilchen eiawirkende Componente J, der gesammten absloasenden 
Kraft bewirkt die Veränderungen in der Geschwindigkeit des Theil- 
chens und ist aisu proportional der Ceotriltiignlkraft und der Ton- 

f;enle desjenigen IVinkels, den der Radius Vector mit der Norma- 
en auf die Bahn bildet. In den Endpunkten der Axen ist also 
r, =0. 



Aus dea Gleiciiuugen (20) und (21) ergibt sich 



»'= l/." + o 



r=UT[^ 



(3b). 



UleicbuQg ist analu^ der Gleichung (9) 

die Cntfernuag des Aetherlheilchet 



den End^uokt. der kleinen Aze derGIlipBe. 



QUichgeyiichtainge. 
Aus (3S) folgt 

Fi^IUaximum 

r:=Miaiinum 

Alaoy=— /'=Miiiiinum 

=Maxiniuin - - - - grossen - r _ - 

Die Gleichmig (27) liefert die Relation 

F.9=:F' (36) 

Die Tangen tialseicli windigkeil des Aethertfaeilcbens in irgend einem 
' Punkte seiner oulin ist also die mittlere geonietriache Froportionnle 
iwiBcben der Centrifugal kraft des Ttieilchens und dem Krümniung;!- 
kalbmessec der Curve in diesem Punkte. 



VI. 

Zirei recblwinklig zu einander polarisirle Strahlen (homogenen 
Licb(es) R und Jt, vou gleicLer Schwingungsdauer r, gleicher 
Wellenlänge /, aber verschiedenen Intenaitüica n' und u,' and ver- 
schiedenen Phasen y und ^, hringen durch iiire Vereinigung nach 
derselben Portpflunsungsrichlung einen elliptisch pularisirten Strabl 
hervor, bei welchem die Geschwindigkeiten der Componenten ge- 
geben sind durch die Formeln 






2^ (^ - i), U, =a, .in in (^ - ^) («) 



und die gleichzeitigen Coordinaten des Aetherlheilchena durch die 
Gleichungen 



a:^a cos 2h (- 
Setzt man dcD Tliasei 



12 

-Cnlcrscliied 
fi —f a* 



s2;r(f -^) (38). 



so koDu man, da die Zeit vod j^dcm [i<^li«1)i:^eD MoaeDte angi 
recliaet werden dnri, entweder 

5P=— ^ und </, =+^ 



nr-hmen, je naclidem der -Slrabl It dem Slr;il>1e fl,, odrr a 
Icpljrt dieser je^em vorgeeili iM. Im crsiercn Fülle gcLen < 
(•leicbungeD (37), (3lj] über tn folgende: 






nd.™ Falle .inj dicelb». 




, = o .iD2«(-|- f-), », =o, , 


,iu 2^ (- 


^ = o cos2jt (-f - S-), y=«, t 


„, 2, (■ 



(39) - 



(40) 



In Folge eines jeden dieser beiden Systeme (39) oder (fl 
würde dtiB AetbcrtlieilHicn -während der Sebwinguntrsdauer d'it 
selbe Ellipse durchlnufcn, nur mit er tff ejfen j^csctzler Bewe. 
gungsrictiiung. KKitliren aber beide Svstpme iii glelcber Zeit 
und jiBiinzm sicli die ous ibnen liervurgelieDdeh Strnlilen V')n ent- 
gegengesetzt elliptiscbcr Pul» riiiution nadi derscIbcD Rieb- 
tung fort: so bewegt sieb das Aetlierlbeilcbcn , welebea ilirer 

SIeicbccitigen Binnirkung unterliegt, wieder gradlinig. Um 
ieaes su beweisen setzen wir die VibrutioDCD t/ und n, sowie 
l/, und /',. weldie pnriillel erfulgcn, reajiective den Axen l9.Y und 
Oi, je zwei in eine zusammen; alsduun erbaiten wir 

P=r+M = otBin 2jr (y -H j)M-»io 2ir (y — ^-)t 

= 2«sin2;r-f .eos2;i^ 

^r. = f/. -(-«.. =«.t8in 2n (^ - ^) + sin 2^-^ + |-)[ 

= 2o, Mn 2jr — .co»&t,:^ 



kM.I' (Kl I) 



Also ist dna System der bEidrii -Stralilpii v» 
elli|ili9clier rol iiris/iton idciitjscli mit e 
{Criidlioii; und recli twiukli -t zu uin. 



^tEfegengeaetxl 
I -Systeme »wpie» 



tttraiilon vod t;ti-ii-lier Vl\us< 
dies letztere wiederum eiiieii ei 
tcn Strulil bildet, tict Winkel ( 
«es StraLI<'a mit der Aitc der . 



lijicii grridÜDig poliirisir- 
. den die Vibnilionsriclitung die- 
itiuäljt, ist g'Pji^ebeD durch die 



!=^ («) 



Folglich mticlit die PülarisaliunselieDc desselben Stfiiblcs mit der- 
sellien Aie einen Winkel u„ der Leatiiiiiiit ist durrb die GleicbuDg 



totig . 
M-Ana (39) und (iO) folgt 



■=-^ H3J. 






fang q, :=— = - 



14 ^^™ 

Ferner ergibt sieb bub deraelbeD Gleichung (44), dais das Prodakt 
der trigoDometrischea ToDgenteo der bezeichneien Winkel cod- 
staut ist; — beide PnlgernDgen vereint rechtfertigea obige Be- 
hanpluDg, dtiss das AetlierlbeilcLeo in Folge der biawirkuDg der 
Vilirutio HS Systeme (39), (40) dieselbe Ellipse oacfa eutgegenge- 
sptztnr Riclitung durcblaufen würde. 

Die ßictitUDg desjenigen Durch messers dieser Ellipse, auf wel- 
clieu die beiden ellipiisctiep Bewegungen das AetberlbeilclieD n«ch 
jedem balbeo Umlaufe in demselben Augenblicke EUrückfiibren, ist 
bedingt durcb 



fulglicli (44) bestimmt durcb die Gleicbang 



tang ij = — ^ 



wi 



d 



mitbin steht derselbe senkrecbt auf der PoInrisatioDsebene jenes 
einen gradlinig poluiisirten Straliles, weicher mit dem Systeme der 
beiden Ntrablen von entgegengesetzt elliptischer Polarisation ideii-, 
tisch ist. 
Ist 

u — a nnd ^'"^ —^—l 



so ist die von dem Aetbertbeilchen bescbriebene Bahn (12) 
Kreis 

^.^_y,_,„. (47, 

und in dieser Voraussetzung gehen obige Gteicbungen (39), (4 
(41), (42), (43), (44). (46) über in folgende: 



r=« sin 2;^ (v +i>. '- =«. "i" 2« (f ~ f), 

at=ti cos 2w ( 1" 'ü'^' ^ = «1 cos 2jr (— — ■=-) 

r = « sin iTi (-f - ~), f, =.«, sin 2;r (-f + j) 

^ = u cos 'in (— — y), y = «, coa 2ff (— + -g-J 

V=-2a sin 2/r -j . cos ^ = a\/^.-sm tn y= F, ( 
tMngtu = H-l, tang tu, ^ — 1 (51) 
Inng ri . tang ij, =+1 (52) 
tMOg 7l=:-l-l = lang w. (53). 



(48) 



(»J, 



II. 

Eine eiofavhere, aaf einer neuen Analyse be- 
ruhende Auflösung der Sectio aurea, nebst 
einer kritisciien Beleuchtung der gewöhnlicben 
Auflösung dieses Problems und der Betrach- 
tung ihres pädagogischen Wertbes. 



Herrn J. Helmes 

Profusor au Gjidd. JosephinuiD tu Hildeaheiin. 



Wenn ich eioe neue AuQosuDg des nngefiihrten Problem« ddr 
JMgDtUcliett Mittlieilung fiir nicht g'anz unwerth erachte, so Ut oa 
g'anB vonü|i:lidi tlire |iädagO{;1sche Bez!eliuDg, die mich dacn be- 
itiaimt. lu durcliouB keinem andern Cnterriclitsmeiife ist das 
Lernen aelbst, dna Erwerben und Suclieo, im Ge^^ensatze des 
Brwarbenen, Gewonnenen, ao sehr Hauptaufgabe und Zweck, 
ala ID der Itlothematik. Sie mag- wolil ihre edelaie Beatimmung er- 
£illt haben an dem ehemaligen Schüler, der nun später von ibren 
KeaultvteD nicbt mcbr behiilteo hut, als der erstarkte Mann noch 
nscbmacbep kann von den kuustvollen Uehungsstiickea, die aeinen 
Körper iu der Jugend biNcten. Alles geistige Zulhun von Seiten 
ia Schulen, alle Lust und Liebe zur .Sache ist durcli solche Auf- 
fäiBung ihrer Aufgaben bedingt. Kurz ist jo die Freude des spie- 
leaden Kindes über diis fertige Kurlenliäuscbeo, und überhaupt 
enn es sich selber das Werkchen bildete; aller gei- 
lud edlere Gewöhnung lierrt in dem sinnigen Anf- 
.^bbruch und Zerstürung sind das nicht bedauerte 
ill ja in dem Hause wohnen. — Und, 
: an UDsern i^elehrten Schulen stehen, 
entliches Feld der 
eher Dnd dürftiger 
Mühe der sauern Vorbildung 



Mathematik 



»r müglich, 
«tige Gewini 
bau ; Wiedei 
Eoile des Spieles: 
wie die VerbällnisHe 
wird der Schüler di 
Anwendung des Gele 
BeBctiränkuDg geführt, di 

nicht eotgelien konnte. Denn wohl lohnt ihm die Leetüre der 
CUssiker die schweren Anstrengungen seiner grammatischen Stu- 
dien, und gibt SB auch der gelernten Spruche einen neuen, 
hohen Wcrth; die erworbene Kenntnias der Geschichte benutzt 
jede Stelle, jeder Augenblick des Lebens; aber die Werke, die in 
jener andern Spruche, der Mathematik, geschrieben sind, die Ge- 
«etzbiicher der Natur und des Bimmels, werden nicht vor ihm auf- 




iß 



I Brucljslücke einer Vorrede mit Jljm Uurcli- 
em Uerxen, <iass ancli 



1 i^lcicliwolil V 
B Gyinriaeium 



g-csrblaren , IjücLbIciis 
bucbsUbiit. 

WiiDscfiteD wir nii 
in ilieser Bexiebunsf ä 
lliemHtik l>esser belulii 

der l'liysik und Klcmcntar-Asiroueniie ebt'D so scliün und uaver- 
eesslicb die bedeDIiiogsvollcu ReBultale jener WiasensLlinlt um 
Herz fesseln mönce, als in deo scliönen Stnlcnzen eiors Tucilua 
uod Vir^il'a die irii-ialen I.eliren der 1f riinimBtih ; so liegt doclt, 80 
lange dieües nur froiiiincr Wunsch nucb. bleiben luuss. viel 'rrii&( 
in' der hcsondern ^illü^ und iiui^pezeicbncten liesrhiiffcnlieit de» 
iBB()ieiaulistlien l.cbreii, vFrm(i(;e vekher thie vor alti>n imdern Kt- 
kciifitnisscn für die sludircuile Juf^end Zn^ ck iin sicli zu sein 
geeignet sind. Sie sind j(i die natürliclieu, noMmciidigen, ülirnill 
sii'b gleich ergeJiCddcu Ucw«gun^rH des gleicbxnm wie korijerlich 
«ua Lvbeusurguiieu zununimeMgcEetzt zu denkenden liciiili'.s unf 
eiuem gruatteir, last vun ulkn Dingen durchwachsenen t'elde der 
Crösaen und GrÖ<JseD-Verhülluissci die eigenrliiimlidie, durch die 
Nainr des Tcrnünfiigen. Weeens selbst vorgeschriebene und' be- 
dingte Kntnirkeluiig jener geistigen Kräf:e, deren gleichen und lu 
gleicber Fmelit treibenden Keim der LStfiöpfer in das Wcaen des 
MenscbcD gelegt hat, und der in r erschiedenen Menschen nur 
den verschiedenen Buden gefunden haben kiinn. AWr dainm 
musa altes äussere Zuihun dieser Bntwickelung auch jene organi- 
icheo Kralle benutzen, nur sie anlegen und nicht gleichsum durch 
Linie und MuBtliine Hand und Fuaa lies eingeachntiften und l'est- 
gebundeuen Kindes fleiasig bin und her bewegen Collen. iKtnn 
letzteres gehen ußd den liebruucli der Hände lernen sull. Anvit- 
gung der Selbai thätigkeit und Leitung derselben uuf die 
Wege, wu sie in leichtester, natürlichster Fulge den nur noch ver- 
steckt liegenden Schutz des eigenen Geistes -.Uagnzins (lUllindSv 
iai die alleinige Aufgabe des Lehrers der Malhenatik, dem alsdHnia 
sein üchüler ver[iQic1iiet sein musa. und wenn er von jenem Sehulse 
selbst auch niemals ferner den oiindeaten Gcbmuch machen kann, 
sondern sich nur desselben hewuast geworden, sich in dieseu Thei- 
len seines geistigen Beiclies nur urienlirt hat. Kuri", dieae for- 
melle Bildungsknift ist ein auseeicbnender Vorzug des mathema- 
liacben Ünterrichis^ kein anderer Unterricbfszweig, sellist der der 
zum Kigenthume gewordenen Muttersprache nicht, kann sich durJD 
mit ihm messen. Ted, wenn ihm darum zn einiger Beliihnung <la- 
für eine sich so machtig aufdringende Blrweiterung materieller An- 
wendung angelegentlichst zu wünscht-n wäre: su muss doch i-«r' 
zugaweisc jene Seile seiner Kehiiailluug dem üjmnasiura zugekehrt 
sein und bleiben; aller Werlb mehr auf die Art dea Lernens, aU 
auf diia Gelernte selbst gelegt werden, 

Dieiie und äbnlicbo Beiruchtungeu, die hier weiter nuszufübrcti 
oicbt'wolil der Ort ist, mögen der fViIirenden Bntwickelu'ia. die aili 
ihnen hervorgegangen ist. ihren Wertb bestimmen, uml deo Haunt> 
zweck derselben in 1 «nius andeuten. Nie betrifft die aiiulj'tistne 
Betracblung der altern und die eiufiichere Begründung einer neuen 
Auflüsung eines geometrischen Problems, wodurch diese Aullütiung 
für di>M Schüler aus dem l>eheimnisse fremder Frlinduug und Aus- 
bildung in den Kreis eigener, klar heivuealer Selbstthatigkcit her- 
übergezogen, und gleicüaara ein fremdes l'atent zum bigenibuma« 



mble abfelöit Trerden möge, nenn nur die Analj'se bt ta, diR 
nns das geboime Scliuffen des fremileo GeiBles enchUesBl, and dem 
ergenen die freien Hahnen eröffnet. 

Betrachtung der Ültern Anfliigutig. 
tintpr dpn mnnnicIifaclieD Thcilungen der geraden Linie, die 
Kclion bei den Alira z» den vorzüglichen LieblingB^pielen des Hei- 
stcs geborten, wnrdc doch eine gnr bald eine noibnendige Sprosse 
schon in der untersten Leiter, die nur com olleriiefstco Grunde 
der Wissenscbort aus in die nächsten Rohen des systemaliscben 
Gehäudcs d'T Geometrie aufführt. — Wenn andere solche Thei- 
luDgen, als da sind die Sectio spatii, Sectio rationisetc. durcb ge- 
legentliche Aufgaben veranlnsat worden, so trat die Sectio auren 
als gehieteriEche FordcrUDg anf, sobald man nur den früh und lief 
Daten im Systeme der Elementar-Geometrie liegenden Satz: „Cm 
jedes regelmässige Vieleck läast sich ein Kreis hescbreibea" zu 
dem Probleme umkehrte: ,,Iu den gegebenen Kreis jedes reget- 
müssige Vieleck einiuscbreihen." Denn derselbe Geist der Ano- 
lyse, der uns bei Betrachtung dieser Aufgabe lur das Sechseck den 
Radius als Seite bestimmt , fordert für das Zehneck das grössere 
Stück des nach der seclio aurea getheilten Radius °), Und leitet 



*) besken wir uns die Steile AB fTaf. I. Fig. I.) fefunden, und vom 
Centrij des Kreises nach iliren Endpnnjiteo die Radien (teiogen, so 
iit in diesem (cLarakterlstisrlicn) (rlcicnscbenklicheu Dreieck OilB der 
Winkel am Scheitel 0=^ = ^, mithin die beiden Winkel an der 

Basis xuxammTOgenommen ^ZJt — ^ s^,, also Jed^r gleich -r~, d.h. 
doppelt so fxom als -^ am Scheitel. 

Obgleieii nun ilie Elementar-Geomelrie ansser dem pythagorSischen 
Lehrsätze, der sich nur auf das rEchtwinklicbe Dreieck anvienilet, im 
Allgemeinen kein Mittel besitzt, die Verhälcnisse der Seiten eines Drei* 
ccks am den Verbiltnissen seiner Winkel zu bestimmen, so lasst uns 
doch die ganz auspeieichnete Natur der Winkel Verhältnisse im vorlie- 
icenden Falle den Versuch juachen, etwa durch die Bedingungen der 
Aebniicbkeic unter den Drei«uken, die aicb vnn dem gegeben leichi und 
natürlich ableiten, aolchen Verhältnissen nach luforsc heu. 

Halliircn wir nur cinrael den -^J, so erkennen wir nugetlblick- 
lieh das gleichsehen ktiche Dreieck JOB, worin ja ^^ = 0-;,-^ 
^a-1-y^ßca dem ganzen OAB (wegen eielcfaheic der Winkel) wor- 

... aus sieb: 

f BD _BA 

■=-■ b3~ BO ' 

oder in Betrnchl, dass, weil sowohl Dreieck A0B aU auch BAO nach 
der Construction gleichschenklich sind, und darum 
AB = AD = OD 

BD OD 
OB ~ OB' 
A. b-, da 0I>= AB war, die Seite des Zehnecks ist das grössere Stüok 
pi< des im mittleren und äussuren Verhältnisse getheilten Radius. •^•, 



Ziele liegenden 
ei veTScbietiene Wege ge- 

^ie dicBs Analyse nicht auf 
miitelbar gestellt ist, sOD- 
, naoientticb Recbtecken, 
inie und über ibr selbst, aus 
eilten Verhällaigse der Linie nnd 
14.) erürterten Zusiimmenhat 
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sleichwahl den Eukliden (IV. 11.) ein lobeiabnr eltvai anderer 
Gang zunäcbet auf «taa Fünfeck, fo führt dieser dennoch durch deo 
vorbereitenden, begründenden Satz IV. 10. wieder firrade auf du- 
■elbe Problem zurück. Wie Üodet sich nun diese Aufgabe zuerst 
und bei Euklide« eelbst geläset? 

Die beiden, scheinbar gnns unabbängigen und in den Mitteln 
r verschiedenen AuSösungen, die sich in den Giern. II. 11. und 
30. finden, beruhen gleichwohl auf einer und deNelben Ana- 
:, wodurch, die ursprüngliche Aufgabe auf ein und dieselbe 
Slherlicgende zurück gefiilirt wird; nur dasa zur AuQösung dieser 
%t^tern denn in dem Zusammenbangs-Netze der muthemntischeft 
rWahrbellen von dem übrigens acbou 
iDungB- und Abgangsuunktc aus i 
[vSblt werden. 

I ' Es dient, gleich hier zu bemerken, 
f ijie Aufgabe, wie wir sie hier fassen, 
haern auf die Construction von Flächi 
den fraglichen Tbeilen der Lioi 
\ ifcoen slsdaun nur miltelbur die ges 
I ihrer Tbeile selbst nach später (V 

äieser Grossen unter sich abgeleitet werden. Es ergibt sich i 
lesen spätem Betrachlungen nnmcnllich, dass eine Linie mittlere 
Ji'Projiortiunale zniacben zwei audern ist, wenn das Quadrat über 
F'ihr gleich ist dem Rechlecke zwischen diesen beiden Linien (VI. 
> 17.). Um die erste Furm dieses Aussgirucbs ganz unbekümmert, 
^iOcbt Euklides also eine Linie JB (Taf. I. Fig. 2.) so zu schnei- 
daas das Quadrat über ^Q gleich dem Rechtecke über,.>^A 
\ ini Qß. 

Analyne: Sei nun AQ ein solcher Theil der Linie AB, das» 
r wirklich AU.^ = JB .QU (wo ich der Kürze wegen diese alge- 
■■ braiache Bezeichnuag im geomeirischen Sinne gebrauche), so ist, 
; wofern Über AU unJ AB die Quadrate ^J^ und ^A bcscbrieben. 
, ^nd die Linie HQ. bis K verlängert wird', Quadrat A/I'= Recbt- 
^ It^k KB, und auf beiden Seitcu dos gleiche Rechteck AK addirt, 
F Itecbteck ZA' gleich Quadrat .^A, so dasa demnach endlich alt 
V letzte Aufgabe vorliegt! 
) „Eine Linie VA um ein solches Stück AZ zu verlüngern, 

flass das Rechteck aus der so verlängerten Linie fZ und der Ver- 
Kngerung ZB^^ZA, gleich ist einer gegebenen Grösse, nämlich 
■ dem Quadrate A^ jener zu verlängernden Linie." 
I Zur Aullösung dieser Aufgabe bieten dem Euklides die Sätze, 

Momal li. 6., und ein anderes Mal VI. 2S., 20., dia- vollkommensten 
Millel dar. Demnach liegen AuQuauug und Ueweis, wie sie m- 
nächst II. 30. gegeben sind, ganz nahe, und sind eine unmiitelbare 
Eingebung der Analyse und des Salzes II. 0.; dieselbe Analyse, 
aber nit andern Mitteln ihrer endlichen Erfüllung, liegt uns VL 30, 
klar vor Augen, nur dnss letztere uns fremder vorkommen, and 
ferner zu liegen scheinen; da es wirklich auffallend erscheint, wie 
Rnklidea nur zum Bchufe dieser, doch schon nach anderer Weise 

äelösten Aufgabe, die neue Reibe von Sätzen: VI. 28. 29. 30. von 
er sechsten Krklärung desselben Buches aus eröft'net. 

Üben dieselbe Analyse endlich ist es nun auch, die der jetzt 

rSbolichen AuBösnng, welche ebenso nur die Verlängerung der 

Linie fordert (das ausserhalb des Ereises liegende Ntück 




<i«r S«GSDte), daas <laB Rechteck aus iler an verläD)ferten Linie S 
die Verlanj^erun^ ^ dem Quadrate der ^ef;ebeneii Linie, i>U^_ 
ClrtiDde gelegt werden sollte, damit sie mit freier SelbetenlEcliei- * 
düng' aus dem Schatze eigener Erfiodung heraBs vom ScLiiler ge- 
lben, und ihr Beweis mit wirklieber VerslaDdestbäiigkeit und kla- 
rer DufcbschsDuDg der Beweismittel gefuhrt werden könnte. Denn 
einen andern Wertb hätte ja das Ganze nicht; die Aufgehe ist 
snhQD vor Jahrbunderlea ohne den Scbiiler gelöst, das spätere Le- 
ben wird ihm meistens nie eine Anwendang davon absondern. 

Doch da zeigt sieb Hllermeisteos eine unverantworr liebe Lücke- 
nnd ein nnvermiltelter Sprung in der gewöhnlichen Bebundlung 
dieser Autguhe. Man gibt scbeinbur den llisprung einer durch Be- 
trachiung wirklicher I^lächen und ihrer Verhältnisse vermiitellen 
Auflösung anf, hat es mit blossen Zahlenwerthen von Linien zu 
thua, und ahmt dennoch in den sie betrcfTenden Sätzen und Glei- 
ehnngen alte Operationen von Flächen-Subtraction u. s. w. nach, 
die nun durch Nichts mehr vermittelt werden, als durch ein vages 
Probieren, durch welche der vielen möglichen Pniportions-Ver- 
mndlUDgen, dividendo, nddendo etc. am leichtesten das sonst schon 
bekannte Ziel erreicht werden könne. 

leb will mich näher erklären. Eutweder sollte man bei Be- 
trachtung der vorliegenden Aufgabe ausser allem Zuiammenbnpge 
■it Flachen, aus denen sie Kuklides erst folgert, rein an Verhalt- 
niate von Zahlen denken, durch welche die Tbeile einer Linie 
terf^estellt sind: nnd dann würde anf die Auflösung unserer Auf- 
gabe der bekannte Satz von der Tangente freilieb in einer ganz 
udcsB vermittelten Analyse angewandt werden; AuBösung undB» 
vreia nijrden gnpz anders werden, ich glaube elien die, welche icb 
fleieb unteu als die möglichst einfachen in diesem Sinne zur Dnr^ 
tlellang bringen werde. Oder man halte die der gewUlin liehen 
Auflösung zum Grunde liegende Vorstellung wirklicher FläcbeU 
iBcb dnrch die Behundluug der ganzen Aufgabe fest, damit 
4er Beweis ein AusQusb der AnaljsB sein, und daraus vers^ndlich 
mrden könne. 

Denn eine ganz einzeln dastehende Construction des freilich 
leieht sich ergebenden algebraischen Ausdrucks für den grösiten 
Theil X der so zu tbeileuden Linie, des Ausdrucks 
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die also nicht die ganze Secanle, sondern nur den bis an's Cen^if 
irtHn reichenden Theil derselben benutzt, wie sie sich in einzelnen 
Lehrbiicliern (indet. halle ich für durchaus verfehlt, da der ver- 
aieintlich geometrische Beweis alsdanu nichts als eine reine Auf- 
läsuag einer Gleichung durch viele Mittplstufen hindurch ist, ohne 
dass der Schüler sich des leitendea Gedankens bewusst werden 

Es wird uns nun bei letzterer Art bei weitem leichter und ist 
dem Standpunkte unserer heutigen Geometrie weit angemessener 
in beweisen, dnss die Tangente die mittlere Proportionale zwischen 
B. s. m, sei, als dass das wirklich über der Tangente consiruirte 
Qiuidrat gleich sei dem Rechlecke zwiscben u. s. w. Diirnm mnge 
mma iamierbin diesen und ähnliche Sätze in eraterer leichterer 
Weise ableiten, mnis dann aber, nm ibn zu einem angemeHatnen 
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Beweieaatze unaerer fraglichen AuQösung anweoileD zu köDDcn, M 
IhuHC aie niicli der olii^eo Analyse geacliclieu ist, ilim nuch. den 
onJero vollen Gclialt zu G;eb<'u suciiCQ, Aurclt welchen allein er ge- 
eignet ist, der so gegebcneu Auflösung «las FuntluineDt eiaea liurch- 
sichli^eo Beweise« %ix gKben. So wie durum l^uklides durch VI. 
14. Ib. 17. u. H. f. aeinen früliera nur von FlächeD bcwieieoeK 
Sätzen flucli diese andere Bedeutung und Geltung von Linien and 
iLrea Zublenwenben gibt, und aooiit aeioe lange vorber gegebcu 
AnOusung BIcni. II. 30. erst durch salcbe ausdrückliche b'rweiie* 
ruDg für unsere so gefusste Aufgabe: ,,Eine Linie stetig zu lliei- 
len" gelten lussen kann (sielie uudere AnBüsung VI. 30.): so vinl 
umgekelirt Tür uns, die wir solche und ähnliche Sülze eher und 
lieber über Linien und ihre Zuhleuwerlbe, nis über die an ibnen 
construirten Flachen beweisen, die uingekelirte Erweiterung nölbig, 
nenn wir unsere Sätze für Fälle gebrauchen wolleo, denen solene 
von wirklicher Flächen-Consltuctiun enlDommene Analysen kdh 
Grunde liegen, d. h,, auf unsern Fall angewandt, so lange wir bei 
der obigen AuQosung bleiben. Alles das leistet z. B. die Art der 
Beweisführung, wie sie sich bei Grunert Geom. %. 392. durch die 
angezogenen '$$. 373. und 3S6. vervollständigt Ündet, während bei 
(Ihm, Lcgendre und Andern der Beweis durch eine gar nicht ver* 
mittelte Anwendung der Fniporiions-^ crwandlung aus der reiDcn 
Arithmetik in seiner Leichtigkeit und Natürlichkeit getrübt, seiue* 
Trsiirunge entt'reuidet wird, üort nimmt wirklieb der Siitx: ,fDia 
Tangente ist mittlere l'rn|jorlionule u. s. w." nach %%. 372. und 
386. auch die zweite Geltung au: „Bas Quadrat über der Tan- 
gente = n.s.w.*' und ist iu dieser Fnrin erst geeignet, deu BeweiK 
der so nacli der Euklides'sclien Analyse gegelienea .AuBösung za 
'führen, nenn dasa wir statt des Kuklid. 11. 6. benutzten Sataea 
der Auflusung den olengennnnten mit Kuklid. 111. 36. übereinslim- 
ueoden, doch gaoz in II. 6. beruhenden und daraus abgeleiteten, 
alsD eigentlich s|iäiern, anwenden, kann keinen Unterschied im Be- 
weise begründen, der ja lediglich von der Analyse, die in heideo 
Fallen dieselbe ist, abhnugt; und ist nur daher gekommen, daü 
wir diesen Satz von der Tangente, der uns in seiner arithmeti- 
schen Form so Ipicht und wie von selbst hervortritt, durch eint 
ein und für alle Mal nbgetbane Betracbtang über die Identität der 
arithmetischen und geometrischen Geltung solcher Sätie, viel be- 
quemer in den lohalt des II. 6. als einzelnen Fall bineiubringen, 
als dass wir diesen Salz II. 6. in seiner gaazen, uns übrigens mehr 
gleichgültigen Allgemeinheit fest halten. 

Nach dem Vorhergehenden würde demnach, wofern man sieb 
an die Euklidea'ache Analyse hielte, die votlstätidige Anftö* 
sung dieser Aufgabe folgende sein; 

Analyse wie oben. 

Alle algebraischen nülfsmittel (Heier Hirsch. Geum. Aufgab. 
S. 120) dieser Aullosung verschmähend, wurde ich zu der dar"' 
gegründeten Syntbeae also furtgeben; Es ist uns eine Linie 
kttont, die Seeaale, so beschallen, dass dns Rechteck über ihr i 
dem ausserhalb des Kreises liegenden Tbeile von ihr, welcher uUo 
die frogliche Verlängerung werden muss, = dem Quadrate eii; 
von ihrem Endpunkte ausgehenden Tiingcnle. {Denn so dürfen i 
nach den nbeugesreNten Forderungen des Unterrichts den bekaUB-' 
K-hM Sud der Tungente aussprecheu.) Diese Tangente ist in i 
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■enn Falle gleich der zu verlän^^ecnden Linie, d. h, also, dem io- 
ncriialü dea Kreises liegenden Stiictc der i^ecntite, die, um das 
Slöck BO tÜr alle IjUgp.u couatnnC zu Italien, nur ilurcli's Centrum 
sn ^elieu brouclit, und zwar eines Kreises, dessen Durclimesscr 
ebeo jener Tangente gleich wäre. Wurnus sich augenblicklich 
ganz und in allen ihren Theileu die bekannte, genöhiiNclie AuSö- 
mag dieser Aufgabe ergibt. Her iteiveis, der hier natürlicli also 
immer an Flächen und Kectilecko zu denken bat, wie sie die Ana- 
lyse schuf, würde ganz nach §. 392. bei Gruoert zu führen sein, 
und so erst üinbeit in die Analyse, Synthese und den Beweis ge- 
bracht sein. Dennoch Bcheint mir die Aufgabe nnch dem jeteigen 
Standpunkte unserer Geometrie, eine angemessenere und leichter 
vermittelte AußöstiDg, die n«ment[icb vnn allen vargüngigeu Fla- 
cbeDbelrnclitungcn unabhängig wäre, zu verdienen, zu der ich durch, 
folgende Uctrachtungen gelange. 



Neue Auflösung der Aufgabe. 
Analyse. Es bietet sich ganz ungesucht und Jci 



3ht i 



nlttlere und äussere Verhältnisse getbeilte Linie dar. 
Diese benutze man alsdann nur, um nach dem ganz elemenlar- 
heknnnten Verfahren (Bukl. VL 10.): „Eine Linie so oder in den 
Vcrbältniasen zu theilen, wie eine andere getheilt ist," das Pro- 
blem ougenblicklich gelöst zu haben. Jene so zuerst in mittlere 
nnd äussere Verbältnisse getheilte Linie geht aber augenblicklich 
in der Secante (BD) eines leicht bestimmten Kreises hervor. Da 
nSMlicb die Tangente die mittlere l*ru|iortiunale zwiscbea der gas- 
SeciiDte u. s. w. ist, an brauclite die Conalructioti our so an- 



GS*?, 



lalli des Kre 



. dass die Tangente 'i 



i^P!!; 



r gleich . 



e dem 



1 Stücke der Secante, damit letztere \ 



auf die eiufacbste, sicherste Weise eine 
ID UnTe Hinderliche Grösse des innerhalb des Kreises liegenden 
Stückes der Secante fdr jedea Fall zu geninnen, die dnrcb's Cen- 
trOB gebende, deren innerhalb des Kreises liegender Tbeil alsdann 
inner ouTeränderlich gleich dem Durchmesser des Kreises ist: so 
knticbte man also nnr zu einer beliebig als Tangente angenorame- 
nen Linie i-^B) einen Kreis, dessen Durchmesser gleich dieser 
Tangente zu consfruircn, vi>n dem andern nicht am Kreise liegen- 
den Bndpunkte [B) dieser Tangente eine üecanle durch's Centrum 
zu ziehen, su würde diese in dem Punkte (C), wo sie den Kreis 
zunächst schneidet, int miitleren und äussern Verhältnisse gelbeilt 
sein. An diese, in gel'arderier Weise geihcilte Linie lege man 
nun die zu solcher Tbeilung aufg^effBbene Linie, und verfahre nach 
der bekannten, ganz elementar- getäutigen Weise, diese Linie nach 
Art der andern zu theilen. Um jedoch nicht ein abermaliges, neues 
Anlegen unserer zu iheilendeo Linie nütbig zu habea, wird es 
zweckmässig sein, eben sie selbst gleich als jene sonst willkübr- 
liebe Tangente {AB), die uns nur überhaupt zu der so getbeilten 
SecHAie verhelfen sollte, zu benutzen, und es wird sich demnach 
daraus folgende, als die zweckmässigstc, durch die einfache Ana- 
lyse begriind^e Auflösung herausstellen, 

Synthese: Auf dem Endpunkte A (Taf. L Fiff 
(heilenden Linie AB errichte mau eine j_-^ö = ä-^J» 



. 3.) der zu 
&; beschreibe 



O mit dem Railiug OA einen Kreis; xiehe van B durch'i 
m diu Secante BD, (die demnach in mittlere i 
hüllDiEse KBibeiltisl, dain Ä>^"=CÖ' (Cwisfr.) = ÄC. Ä/),. 
verbinde aUdnoD D mit ^, und ziehe endlich *his C die Linie 
CE'^ BA, Bo wird ja Datürlicli BA wie BD, d. L. ehent'uIJa io 
VerhältuisBe getheilt sein miiasen; so dap* 




BE AE 



AE ■ 



AB " 



r AB' = AB .EB ist 



Wollte man selbst die sicherlich früher vorgelLominene AuQöcaogt 
..Giue Linie ^fi io dieselben Verhältnisse zu iheilen, wie eine an- 
dere J}B getlieilt ist," nicht als bekanot voraussetzen, so würde 
sielt demnacli ilcr ganze Beweis in zwei Linien also zueammen- 
fasscD lassen; 

ä) BD ist in mittlere und änssere Verhältnisse getheÜI (schon 
in der Auflösung selbst anticiiiirt). 

h, ^_ ^^ irPW 



'ÄE- 



AE , 



II DA) = -ßg {BD iat ja nach der i 



aur. getheill) =jg (Cß|| DA). 

Doch dieses Beweises mass es an dieser Stelle der Geometrie 
durcliuus nicht mehr bedürfen und somit die ganze Auflösung wei- 
ter nichts sein, ula eine s[ieziclle Anwendung einer längst bekann- 
ten Theilung einer Linie nach einer andern, die in unserm Falle 
die Kigenscbaft besitzt, welche wir den Tll^ilen dpr uodern eeben 
wollen. Da nun iiucli bei der andern, allgemein üblichen, Auflo- 
siiD^ dieses Probtems der Omatand, dass die Seeaale BD verlitog- 
ter Maussea geilieilt ist, das HauptmoBient des Beweises hergibt, 
SU glaubte ich dasselbe ilurcU obige Aufli^sung, die eipe blasse Ver- 
bindung dieser neuerkuonteu bigenscbaft der Linie BD mit einer 
allerfrüliest achon gelernten Coustructiup, diß Tbeiluug einer Lioie 
nach Alaassgube eiuer andern betreffend, ist, der (Jamiltelbarkpit 
der l^rkenjituiss, und klarer, selbstbewusster Durcbschuuung, die 
doch immer ein Uauptaugeomerk des Unterrichts sein sollten, io 
etwas näher und gleichsam auf daß eigene Gebiet des Schülers si^- 
rückgefübrt zu hubeo, wo er mit mehr Mntb und .Selhstvertrjjue* 
den Peiod des scliwierigeo Verhüttniases ^ngrejft uq4 besiegt. 



. !■ 



III. 

Ueber einig« doreb bestimmte iategrale snn* 

mijrbare Reihen. 



N t 



Von 

Herrn Doctor O. Schlömilek 

zu Weimar. 



: Pift^ CM t n itic hn a g über, die Suniaeii gewisser Heihtn-gtäiidiet 
•iek «i^t dsp Wtftb des Integrale» 

in wc(|cheni p eine beliebige Grösse, n eine ganze positive Zabl 
bedeutet. Man kann denselben entweder aus der Tbeorie der 
GamaiafiDnktionen ableiten, oder mittelst einer Reduktionsformel 
mtwickeln, wobei sieb die Recbnung sebr einfach folgendermassen 
gestaltet Es ist nacb einer bekannten Formel 

felglick für m = 1 un<ir« = l9 x = 0: 

Dttrcli wiederboUe Anwendung dieser Formel erhält man 

y:(.-.).^.^= (.^,^-^;:L7,!';,^-4;;^ -;y:(.-.).^. 

För c SS 1 r— « wird aber 
nd folglieb 



/ 



m 

y'^t,- V . . . 1 .2..... •.(»—!) 

Für.x=;l — a: geht dasselbe in das folgende über: 

yn ^^ . , . 1.2 .(« — 1) 

^ ' (p-l-l) (;>-t-2)....<;>-l-if) 



■ .1 t ■ . 



Wir wollen nun der Kürze wegen 1 . 2 . 3 . . • m mit n^ bezeichne! 
und haben jetzt: , . ', - - 

In der so eben entwickelteu Gleichung setzen wir der Reihe 
nach" p'+m, p^2m, p + 3m u.' s. w. für p, wobei m eine gi^i^^^ 
beliebiffe Grosse bedeutet, und addit^n ^alle go entstehdiiden €lio^ 
der, das erste (1) mit gerechnet; auf der rechten Seilt ' e^Hbehelm^ 
dann die Reihe 
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id auf der llnkeD» als Somme derselben, eine Reibe von Inte|^ra« 
1, velcbe wegen der gleicben Integrationsgrämen in ein einnges 
sammenf^eiaMt werden können und zwar in das folgende: 



t • 



26 

= —. r {\ — x)'>{\ -\- X» -^ aM+ \xP-^äx 



(SJ 



Der Wcrih dieses IniegriilcB int lekht zu Goden. EoCwickelt oittn 
Dämlich dua Biuuin (1 — a:)" und beiielit die lotegratioD auF jedei 
eiDzelne Glied, so wird jeDes lute^riil in die /i + l fol^Dden ler- 
legt, deren CoeDizientcn Mo, »,, «,...»>, die Binomiulcoeffizieii- 
ten bedeuten: 



J_ ■ f^ xP—^dx _ f^ xpdx f*\ xp*-^dx __ 



■l 



Was nun aucb p und m sein möi^en, so lässt sich doch jedes ein- 
zelne Integral durch die gehörige Subslitutioii einer neuen Verün- 
derlicben uuf die Foria 



Jol — x" 



bringen, wurio ft und f ganze [lositive Zahlen sind. Mai 
aber den unbestimmten WertL eiaes solchen IntegTales, folgin 
- auch den zwischen den Gräuzen Q und 1. Die Aufgabe von 4r 
Summirun^ jener Reibe ist daher vollständig gelöst in der Glj 
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oke Seite uneodlieli vitle, deren rechte aber Uees j»-|t1 
iBtbälf. 



Im Allgemeinen fuhren die angedeuteten Integrationen 
Kreisbogen und Logarithmen, für m=?1 aher auf eine algebi 
sehe Grösse. In diesem Falle gestaltet sich das Integral (3) c 
facber so: 



iyo^^ ^-.orJ-l^-W* 



dessen Werth man aus Formel (1) erhält, wenn man f$ — 1 füi 
setzt; derselbe ist 



1 



(«-!)' 



Also haben wir, in (4) m = 1 i|e£zend, 
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ne Snmme, .welche scLon bekannt ist und auch auf elemeotaremt 
ege ermittelt werden kann. ' . 

Für m ^ 1 werden oft die einzelnen Integrale in (4) jedes für 
ih unendlich, was natürlich nicht hindert, dass ihre Differenzen 
idiiche Grössen sein können. Diesem Uebelstande Jiilft man bei 
aktischer Berechnung specieller Fälle sehr leicht dadurch ab, 
SS mah erst alle Integrationen unbestimmt ausfuhrt, die gefundie- 
n logaritbmischen und Kreisfunktioneo so weit als möglich mit 



\ \ 



toder verbindet und erst dans zur Substitution der Gräoiwertl 
md 1 acbreitet. 
Z. B. fiir p = \. « = 2. « = 2 Ut 

1.2.3 ^3.1.5^5.6.7^ 

Integrirt man auf der rechten Seite uabeBtimmt. bo ergielit sich 

r!-. li' f?f + 1' - «■) + 4'' r^ — 1 

ein Auidruck- dfr sich in den folgenden ziiBainmenzieheD lässt: 

i[2((H-»)-«| 
nnd darnus foig't für ^^1, :v^0: 

Anderweit bemerkenswertbe Resultate erhält man für p^2, m^! 
n:=3 und p:=i, m^2, n^2, nämlich die folgenden beide 
Reiben; 



"2.3.4 ^^A.S.6 
" 1.3.5 "*" 5T7T0 ' 



■{7) 
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«.3. 
Eben so leicht findet man die Summe einer Reihe, deren eii 
zelne Glieder die nämlichen wie der in (4) sind, aber mit wecll 
Belnden Zeichen fortgehen. Es folgt nämiit-h au« (1), wenn mal 
dsBelhst p + m, tt + 2m u. b. w. für p setzt und nile so entsteheii 
den Glieder, die Formel (1) eingerechnet, mit wecliselnden Zeich« 
insammenoimmt, dass die Summe der fraglichen Reihe gleich sc 
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Entwickelt mau wieder das 
einzelne Glied, so gelangt n 



tm (1 — ;rl" und ioiegrirt jed 
) der Gieicliung: 
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eiDerkenswerthe. spezielle Fälle sind z. B. für ii» = 2^'i» = 2 und 
sno der Reihe nacli für ;i = l, /i.==:2//i = |: 
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^ ^** — 1.2.3 3. 4.. 5 



T 



4 



l 



5.6.7 
1 



(10) 



2.3.4 



4.5.6 



8 16\/2 ^ ^ V/2 — lJ'""1.3.5 5.7. 



6.7.8 ^^^) 

1 



9.11.13 



-.•. (12 



Entwickelt man in jedem der Integrale der Gleichung (9) Aeam, 
Brnch " in die Reihe* 1 — aa^^a^ u. s. w. nnd iategrirfc 

jedes einzelne Glied, so findet -man, dass jene Reihe auch nnteM- 
folgender Form dargestellt werden J&ann; 

1.1.1. 



2d /JL 

n* ^ p p 



tn ' p 
1 



2»! 



Zm 



.) 



/?-|-l 



.m 



1 



2» r «J 1 

«' V-f-2 p-i-2-i~m 



p^l^2m 
1 



;^^1^3j9I 
1 



/?-f.2-f-2»i ;?^2-f-3m 
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welches eine algebraische Zerleffudg jener Reihe ist. 

Man kann das bisher befolgte Verfahren noch verallgemeinero 
und auf solche Reihen ausdehnen, welche nach den steigenden P<»- 
tcnzrn einer beliebigen UauptgrSsse u fortgehen. 

Man setze näoilich in Formel (1) der Reihe nach p^sLp^ 
p + fn^ p-Y-2m n. s. w., multiplizire die entstehenden Glieder mit 
1/ «r, u* u. s. w. nnd addire sie, sa^teht auf der einen Seite die 
Reibe 
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d anf der anderen als Samme derselben ,diMS Integral 

l^J^i^ — ^H^-i + *^riö+«-i -fi Ä'^r^H-«»^ -f. . . . .JAP 

Theil IV. 3 - 



N. « 






\ 



welcliea sich wieder in folgende Reihe zerlegen lässt: 
1 / 1 xP—^ da: /■! xPdx , gti xP+*dx 

;r ''•"yoT^^iii^~'*'yoi-w:™"'"'*Voi-'M-''" 

Kid allgemeiDea Glied aus dieser ReiLe ist 

und geht durch Einführung einer neuen VerÄDderlichen 
iu das folgende über: 



1 y*"" «-^iifc 



welches nach den gewöhnlichen Regeln gefunden werden kan 
So hat man z. R. für »i= 1, « = 2, p = I aus (U) und (15) 



1.2.3 ^^2.3.4 ^3.*. 5"^ 

__ , r y^' du: „ /"^ ^''■^ •_ f^ x*dx ~| 

'L^o 1 — wa! t/o 1 —«37 y 1— «;rj 

und für x = wx werden die integrale 

'Lwyol — a w'«/ol— =w'i/oJ— tj 
Durch Auaführung derselhen ertiätt man leicht, sobald der absifj 
Inte Wcrth von u die Einheit nicht übersteigt, 



.3.4 ' 3.4.5^ 



Ist der ahaolnte Werlh von »>• I. 
Integrale werden unendlich gross. 

Für « = 1, « = — I entstehen die Reihen 

T ^^ 1.2.3 "*" 2T3.4 ''".äTTTs "^ 



(+1=« = -1). (14| 
divergirt jene Reihe und i 



.... (17) 

^«-T =ri:3 - äTTTi +3-TTrs----- (18) 

wie sich aus den Gleichungen (5) und (9) chcnfalls tindet, wel 
man h^I, m^2, p=^l nimmt. 

§. 5. 

Auch solche Reihen, die nach den Cosinus oder Sinus der Vi^ 
fachen eines Rogens fortgehen und deren einzelne Glieder Cof 
dienten der hisher betrachteten t'orui haben, können durch die 1 
rigp.ttlethoda-sufflDiirt, werden. 



9» 

. Man setze wieder in 0} ^sasp^' p-^m, p-^ltm Ui*ä. w« uvii 
multiplizire die eDtstebenden Gleichungen mit 1, cos c^, cos 2v u. 
fli. w. 80 giebt die Addition aV{er auf der einen Seite die Ri|ihe' 
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und auf der anderen die Samme derselben - 

-7 r (1 — i?)»[^A^i^-^;^+-«-i cos f -f-.a?^'"'^"^^ cos 2t'-|-. ...]«^ 

= --r / (1 — a:Y\\- + ^"^ cos v -I- ^r^» cos 2f/ -*- Jät/*— i^sfcr 

Die eingeklammerte Reihe kann mittelst der bekannten Formel 



1 — r cos V 
1 — 2#* cos v-»-r^ 



= l-|-r cosf-|-r* cos2«'-+- 



1 



-1, 



summirt werden/ und dann geht jenes Integral für r = ac^ in das 
folgende üb^r: , 



— j;»» COS V 



««/o^ •' ' I--2a?»» cos tz-f-a:«»» 

1 r /•! 1 — a:»» cos v 



auP—^da: 



-"•/ir3 



2a:»« cos V -I- a:**" 
1 1 — J7»» cos y 

to*" cos v-^af^"^ 



acP^'^da; 



asPda:'^,,^ 



(20) 



wodurch die Summe jener Reihe (19) dargestellt wird, indem man 
Mittel besitzt einen Ausdruck von der Form 

i — aa;f* -^ a^ 

zu integriren. 

Eben so leicht erhält man aus Formel (1) 
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wobei die- eingeklammerte Reihe nach der Formel 

sin t; ; . A 

= 8111 v + r BiD 2v + f* sin 3e; 



1 — ar cos tr-f. r* 
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Durcb ADWenduDO; der Lckannlen Integral forme] 
erLält mnn Lierans 



i.a ■ 



- c) ton -ü- — /(3 s 



(23) 



Zwei spezielle Fälle der obigen allgemciDen Formeln, wenn närf 
■ lieh « = « und m = n-\-\ ist, hut Herr Dr. Stern in Crelirö 
Journal Bd. 10. S. 209 entwickelt. Kr geli' von Zerlcffunf 
die in (13) ims, die er durcli Indnction Oudet und mlltclst i 
noutlisclien ScLIussreilie verilizirt. Dies ist gerade der uingekcliri^ 
Weg, welclier iodesseD niel>t go kurx und allgemein zum Zie^ 
führen dürfte als der obige direkte. 




IV. 



1 



Ein Beitrag zur Theorie der Ausmittelung des 
Kennzeichens, ob eine Variation zweiter Ord- 
nung positiv oder negativ ist, oder weder als 
positiv noch als negativ gelten kann. Gelegen- 
beitUch ist dabei ein Beitrag zur Beurtheilung 
der beiden von Euler und Lagrange gegebe- 
nen Methoden der relativen Grösstcn und 
Iileinsten. 



Lehr. d. Matbin. 



Herrn Doctor G, Strauch 

IT) i]«r ErziebungsansCalE zu Lenzbiirg iit 



Diese Über die Variationen zweiter OrüDung ODZUStellende Cu- 
tersacliuDff kommt bekaontlicb am bäufi^steu vor Lei der Anwen- 
dung des variDtionskalkuls auf das Grösste und Kleinste. Ist der 
gegebene Ausdruck, der ein Gröastes oder KleinstCB werden soll, 
eine reine llrfunktion, oder entbält er Bucb (totale oder partielle) 
Differentiale; so bat diese Uiitersuclinng keine weitere Scbwierip;- 
keit, sie lässt sich jedesmal mittelst der Tbeorie der unbestimmten 
KoeflIoieiiteD oder mittelst der Tbeorie der Gleicbungen ausführen. 
Ist ober der vorgelegte Ausdruck, der ein Grösstes oder Kleinstes 
werden soll, ein Integral; so kann die in Rede stebende Cnter* 
sncbuDgr mancbeu, der in der höheren Analfsia uicbt viele Fertigkeit 
hiit, bedeutende Scbwierigkeiten verursachen. Die hier folgende 
Abhandlung soll sieb duber nur auf solcbe Probleme erstrecken, 
.wo der vorgelegte Ausdruck ein Integral ist; und dabei mügen 
zwei Abtheilungeo gemacht werden, je nachdem derselbe entweaer 
ein einfaches, oder ein zweifaches, dreifaches, u. b. w. Integral ist. 



Der vorgelegte Ausdruck Bei 
Aufgabe ist tolgende: Es sei V eh 








=rj 



I Grösstes oder Kleiostes wird. 
.'.KrsteoB. Wenn Fein nur uub den 



1 alsn nur 




hiuuktioQ von x eucbt, ilass dabei 

ndcr Kleinstes wird, so hat oibd den einfnclisccn Fall. 

siicliung, wann die zweite VariatioD S^L' pos 

uder weder als positiv ouub ata negativ gelten kann, ist bereite 

von frauziisischeo Mathematikern ausgeführt. Z. U. 

1) von Lajilace. Nova acta eruditorum. 1772. S. 193 

2) vDD Legeudre. M^moires de l'Acad. des Scienceü de Paria. 
1786, [,. 7; et 1787, p. 348 

3) von Lagrange. Tli^orie des FoDciioos analytiques, %. ^dit. 
p. 276. Ju Crelle's UebersetEung der Lat^raoge 'sehen Werke 
lese man. Bd. I. S, 500. fi: 



Zwe 



mlieb I 



Wenn ahei 



als 



dem zUBQ mm CD gesetzteren Falle, 
ulche Funktionen von x gesuclit 
I Grössles oder Kleinstes wird. 



werden, dass /;=_/"" T 
die zweite Variation &^V positiv oJer negutiv ist, oder weder ab 
positiv nucb als negativ gellen kann: diese Dnlersucbung hat eil 
deutscher Mathematiker ausgeführt, und jeder schon so weit ge- 
diehene Analytiker wird sie mit Vergnügen lesen. Man sehe 
Lehre des Grössteii nud Kleinsten von IH. Ohtn. Berlin 
1S25. S. 279—283, S. 292, 293. 



So gewiss es aber ist, dass diese CntersnchuDgen für den zur 
Reife gediehenen Analytiker nichts mehr zu wünschen übrig las- 
sen; eben so gewiss ist es auch, dass sehr Viele, und sogar solche, 
die über Variatiooskalkul zu schreiben unternommen hüben, nicht 
in den Geist derselben eiudringeD konnten. Besugten Leuten wHre 
es besser ergangeu, wenn sie' nur ein einziges Problem vollständig' 
durchgeführt, und die sich dabei ergebende zweite Variation mit- 
DiDsicht untersucht hätten. Ich halte es daher fdr nicht über- 
flüssig, einige einfache Probleme hier aufznitellen , 
und dann erst zur zweiten Abtheilung, wo vielfache In- 
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sucht dieje 
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lineo 4)esliDiintge(r«t>'cne 



dukt unter allen OuistäDdcD 
negativeo Wertl. (—/.=) habe 

Die Auf^ali.e ist nlso: Es soll y als solclie Punktion \ 
geiucbt werden, duss dna bestimmte lotegral 



I. U=J^^iU.\/\-{~p' 



eio Griisstes oder KleiuGtes wird, während eben diese für y ge- 
sucfale Fnaktioii iiur aus der Znlil derjeDi^cn herausgewHblt wer- 
deo darf, bei denen die Gleichung 

II- y« . 1/11 = — ** 
statt findet. 

Bier ist nacb l^uler'a Bezciclinung p:'^j-; und y^ beileiitet, 
dass miiD in der für y gesuchten Funktion «r nn die Stelle des ,r 
(gesetzt hnbe. Ebenso verbült ea sich mit y»' 

Yariirt man Gleichung' I,, so bekommt mau hekunntlidi 









«■(H_p»)i ■ yja: 



(g)-J-"- 



Auch hier bedeuten die unten aDgehüngteu n und u, dass mau a 
und a nn die Sielle des .v zu setzen biiue. Wenn man Gleichung 
II. Tnriirt, und daliei die Ausdrücke St/n. 3'i/„, u. s. w. als solche 
behandelt, deren Wenh von äi/a, rf".'/«, u. b. w. abhängig ist; so 
bekommt man 

M d'-/„=-^.(J'«„ — 2. -^ , «Jy„'. 
Elimiiiirt mau Sy,, aus III., so bekouimt man 



-/"(-*%.. 




iDtegrirt e 



i Haupt^leicbuag, an ergibt aidi^" 



d. b. ilit: 
bekommt i 



J slutt p, 



ne Kurve ist die grade I 
id Aa + B statt y„ in IX. einaeeün 



{Aa + By MTi^* 



XI. vi.(Ä» — {^a + S)'J = 



Setzt mi 



laJ eben bo Aa+B iid<1 Aa-^ ß bezüglicb statt j 
ii^H. ein; so bekonmt maa 

XII. {A.a-^B).{A,a + B)~-k\ , 

zur BeBtimmung < 



Die Gh-icbunfien XI. hdJ X[1. die 
KoDstanfen A und A. 

Gleicbuug XI. wird errdllt, wenn A^Q; dnbei reducirt sich 
XII, o«f fl' ^ — *'. Diese Gleicbuiig eulliält eitlen Widerspruch 
m sich selbst; es kano als» niclit A=0 seio. 

Gkicbus^ XI. wird oucb errüllt, 



ist. Dnr 



fülRt ^«-+-a = ±l/Ä'; 



Gleicbuug X- gebt also über 



XII. gebt über 



d. h. es ist Aa+ B=^V' 



(a+j5j^V^ 



Die gcfundec 



ü. Ii. milteo zwiscbe: 



! Abscissenaxe i 
räozordinaten. } 



oben Dach unten, 



Beizt; dagegen gebt a 



1 unten nach oben, wenn i 



Klhninirt man nun ^'^rc ""^ '^-i "od berücksiclitl^t man iiucli 
ilie HauptgteicIiUDg VIII.; so reducirt sieb IV. auf 

und es frogt bicIi: knnn dieser fiir iJ't''" lierRestelUe Ausdruck als 
positiv oder als negativ gelten/ lim diese Frage zu beaatworlen. 
nebme man das vuq a bis x erstreckte Intogral / (^r)* • ^^^ 
und setze 

wrt 9"^ und j/;^ zwei nocii zü bestimme od c Funktionen sind. Dif- 
fereoüirt mao nun auf beiden Seifen, und dividirC mnn dann Alles - 
mit djp; SU bekommt man 

oder 

*"■ ^-£ + (»*)"i ■ ^y'- + - ■ K«"*) + if-»)) ■<'?-■ 3^ = » 

Diese Gleicliuni^ gilt für jede beliebige Funktion Sy rnn x und 
bei jedem belietii^eQ Wcrtbe ^q.& a:; sie muss also iu folgende zwei 
ideniiscbe Cfleicbungen zerfallen: ■ ' i'"" 

... 71/ ..i 

-|^-H(i/^^f =0 und (s).3.)+(ViJ?) = 0. 

Daraus folgt ipx ■=:■—— - und i/'.« ^ — ■ ■ , wo c eine durch die 
Inlegrnlion eingegangene willküli Hiebe Konstante- ist, , Gleichung 
XV. gebt also über in 

f'^Y ■ 'Är = — ^ . S«'. —. 3ff\ ■'■^' 

Diese GleicIiuDg gilt bei jedem beliebigen Werthe des x, alan 
auch bei a: = a; und man bat folglich 

-""■ yi"(S»' • ■i^ = „-^. ■ V. - — • '•,'. 

I Hau beaclite nun folgende drei Punkte: 



* ' I) Es exUtirt durctiiius keine Beding:ung. vud welcher der 
Werth der Konatantcu c alihänji^; 

1) Man mag <lf.r Koustanteii e whs immer für eioen Werlb 
beilegen, dieser Wertb bat niemals Eiufluaa auf Sy und j— ; und 

3) S(i wie der WertL des liuken Tbcils der Gleichung XVII. 
vun c uDabhängiE; ist, eben ao ist der Wertb des rechten TbeiU 
dieser Gleicbung von c unabliängig. Dieses bi 
auf folgende Art näber nacbweisen: Weil 



I aber i 



.d^!/ 



.,^,. 



.dj,') 



io kunn man statt Gleicbiiog XVII. aucb schreiben 
XVIII. f^i^Y .dx = -^ .iy\,—^ .iy\ 



-/I©-*^]- 



und wenn man dns vollständige Differential iategrirt, so bleibt blois 

/:©■ "-=/:«)-••'- 

Hierdurch ist also strenge nachgewiesen, dass der Werth des rech- 
ten Theiics der Gleichung XVII. von c unobhängig ist. Wenn nn 

nnn aus XVII. den mt^ 'nS^^' " ^ gleichbedeutenden Ausdrudi 
in XIV. einsetzt, und dann noch Sy'a eliminirt; so bekommt man 



XIX. i^Vz= 



^ 1- 



ZA . *» 






Da nun der Werth des d* & von der Konstanton c unabhängig 
ist; SU lege man dem c einen solchen Werlb bei, dass die Gleichung 
statifindet; 



Dabei reducirt sich XIX. ; 



XXI. i-ii=y^^ ../:°(« - 4:^ . ^)- . ^. 



Aus Gleichung XX. ergeben sich zwei i 
von denen man nach Beliehen den einen 
einxuaetcen hat. An XXI. aber erkennt 
denn dos Radikal (1+.^>)l hat nar 



crschiedene Werihe fiir c. 
oder den andern in XXI. 
man, dass ^* 6' positiv ist; 
seine positive Bedeutung, 



weil es in Gleiciiuu)^ I. nur als positiv vorausgesetzt worden i 
wie anf folg'i'iide Weise erörtert werden mag". 

Die DiiereDi a — o ist positiv, also muss (wie aus der Theo- 
rie der Rectifikatioa bekannt ist) die erste Ableitung des Bog;eDii 
hei jedem zwischen a »od a ]ies;enden Wertbe des ^ positiv sein, 
d. b. das Rudikai \/l+p' darf in tileiciiun^ I. t 
positiven Beileufnn)! eeDommeD werden, welche EinschränkuDg' 
durch die ganze Aufgabe t'estgebalteu werden muss. 

Zweite» Problem. Man sucht y als solche Funktion 
^HD X, dass das bestimmte Integral 



»^ =/>!-■ +2»y.|-(g)-l.'i« 



ein GröBstes oder KleioBles wird. 

!Han variire, und setze dann zur Abkürzung p statt ^; 
Bint m^n 

3U=:2 . {my — p)„. di/^ — i. (wy— /.)„. (Jy„ 

man als Hauptgleichung ~ 



IV. 4y + mp ■ 






= 



und als Gränzengleichung hat man 

V. («y — p)a . <Jy« — («y — p)„ . dy^ = 0. 
Venu mau die HauptgleidiaDg integrirt, so bekom 



VI. y=\ 



' Vi^+g) 



tit die für y gesuchte Funktion, wo A und ^ zwei noch zu be- 
■ÜBBende willkiihrliche Roustanten sind. Die Gränzengleichung 
g^ jetet aber in 

m :|!^.«n {2« + g')-Ä.c<.s{2a-*-g-)l.<Iy„ 

- l~ . sin (2« + g.)- Ä . cos {2« + y)l . dy. = 0. 

DicM deichuDg, welche bei Bestimmung der KooBtanlen noch be- 



L 




pr 


1 


uützt werden niiBs, wird sicli uuf vcracbiedene Weise zi^rleiren , je 
rficksichligung der HauptgleichunE^ rcdncirt sicIi nun lU. nuf 


- .',V11I. (i>f=a.C«y-;0« 


■''■y«-2.("s— ;')..ä'y. 


+y:t' 


.V + 2".<^.S-(f)'l.*^ 


Mnu nebue nun das tob « bis 


a^ erstreokie Integral '|fl 


yjA.ay'-t-2m. 


^.■S-©M.^/. ■'1 


und Bet7C 


J 


IX. J^[A . Sy^ -\--lm . Sy 


■s-©*^- :; ;;: J 


= (ipa:) . 6,j;r' — (ya) . 


tfy„« -y/lg + (v^) . Jffl» . rf^- 


ffo ijs^ anii tf^ zwei nocb zu beslimmeade Funktionen sind. Hua 
differealiire nur beiden Seiten, dividire Alles mit dx, nnd bringe 
alles nuf eine Seite des Gleiehlieifszeicliens; bö bekommt man 


. ^ [^-5r+(^'^J'i-^ä'-'-»-2-t«'-(''-^)+f'^-^)f-^y-S=*'. 


Diese Gleicbun^r gilt für jede 
bei jedem belieliiRea Werthc i 
zwei identiscbe Gleichungen: 


beliebiite Funktion dtj von a-, und 
des rc;'sK zerfallt nUo in folgende 


4_^£ + (^^|.=0 


und m — (ya^) + [ipx) = 0. 


Daraus ergibt sieb 




9)^ = OTH- 


--3.tg(2^--(-c) 


und 




V^ = 2. 


. tg (2^ + r), 


Gleicbuug l\. gellt hIso jetzt i 


über iu 


/;-[!. dy. +■;.».*,* 


-(f«."^ 


= [«. + 2. lg (2ir + t)]. 


äy.- - H + 2 . lg (-2» + «)| . Jji.' 


-/: 


'|g + 2.dy.tg(2^ + .)]>.rf.r. 


Oioa« eieicbunir gilt bei jedem 
ttei of^u.; uo'd mau hat 


telUbigeD WertLe tlos ^, also auch 






= t«H-2. Ig (2« + f)| .%,. -[» + 2. fg (2„ + 
'Ä_. 




abhäogig ist, eben» 

Gleichung von r uDnbbanKig. Dieses kann i 

Art näher nacbweiaen: Weil 



aber auf folg-ende 



-[g + 2.cry.tg(2^ + c)]'=.i.J3.'+2«..Jy.g-(§)' 

dx ,„,„. 

sl, 80 kaoD DiaD statt GIcichuDg XI. auch setzen 

XII. /;"p.j,>+2». *,.§-(«,.].''« 



= l» + 2.lg(2a+e)],Jy,' 






UDd wenn man das vollständige DifTereulial integrirt, so bleibt bloss 

=/;"[4.V+2»..ty.g -(*)■] .rf- 

Hierdurch ist also strenge erwiesen, dass der Werth des rechten 
Theiles der Gleicbung JCl. vod c ganz unabhängig ist. Wenn miin 
nun aus XI. den mit > 

/;|1. JS,.+ 2». J,.g -(*).]. rf.» 

gleichbedeatenden Austlruck io VIII. einsetzt, so bekammt man 

XUl. S'V=2.l^.ii„ (2« + g-)-cos (2i. + y)l.c)'y„ 

+ 2 . [« + 2 . lg (*< -!-«)) .dy,' 

-2.[^..i» (2«H-rt-co. (2» + ^)l;.ä.y. /, 

+ 2. Jy.tg (2a + e)]>.<&. " 

WelM Bon nicht ifya = 0, dyn^O, il'yo:=0, ä'ya = 6, u. i. wn 



'•/Ti?- 



i 



ist, EU ksiiii luoD Aach jcdeEioal der KoustaDten t 

Wortli beilegen, dass das aueserhalb des liiteg;ralzeiGlieiii befiaj 

liclie Aggreg;ttt wegfällt; und dabei redncirt sich Gleicliuog . 



* "=-2 .y7lS + 2 . ■>». lg (2«+ »))■ . rfa:, 

woraB iiifiii etkeuDt. iloss d*fJ negativ iat, und ein Grüsitea 
lindet. 




DriireM ih-nblem. 



ucht unter allen ebenen Kur- 
zu den AbsctBsen a und a. ue- 
ränzordinnteti einerlei FTü- 
i'inhult einschliessen, diejenige, bei weither der 
Sclwerpunkt am bocbsten oder lietsten (der borizontal ge- 
nommenen Abacisscnaxe ao nnhe oder ferne als möglich) liegt. 

Die hiesige Aufgabe verlangt aUo für y eine fiolcbe Funktion 
von .2^, dttBB der Quotient 



_/> 



rf,r 



ein üröBsles oder Kleinstes wird, wahrend eben Aieee fnr y ge- 
suchte Funktion nur aus der Zahl derjenigen berausgewählt wer- 
deti darf, bei deoen allen das beatimiute Integral 



" />■ 



den uemlicben (gegebenen oder nichtgegebenen) Wcrtk bckomml. 
Dies Problem gehört in die Klasse derjenigen, welche von 
Euler relative Grösste oder Kleinste genauot werden. Er 
verfährt dabei aaf folgende Weise: Er mulli^dieirt den Ausdruck 
11. mit einem (vorerst noch unbekannten aber im Laufe der Unter- 
sucbuns' sich bestimmenden) koosluntcn Faktor, und addirt dana 
dieses Produkt zu I. Er setzt also 



f> 






^f"y . dx 



-^''■fy 



und suclit diejenige Funktion y von a: nnf, welche den Ausdruck 
III. zu einem Grössten oder Kleinsten macbt. 

Dieses Verfahren wäre allerdings i^erechtferligt . wenn der 
Ausdruck II. selbst Null iväre, und wenn sowohl ein abhängig va- 
riobles als auch ein unabbäogig varinbles Element vorbauden wäre; 
dann wäre der Ausdruck III. dem Ausdrucke I, vollkommen gleich, 
und der Faktor t. würde dazu dienen, die Variationen des abbän- 

f;ig variablen Elementes zu eliminiren. Allein da das bestimmte 
Dtegral 11. nicht Null ist; so ist das in Hl. liebende V ein ganz 
anderes, als das in I. stehende V, und es fragt sieb: Wie geht 
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es 2U, iliisB diejeai^e Puoktron y von w, welche den 
Ausdruck m. zu einem Grüssteo o<ier Kleinsten mnclit, 
nBcb dcu Ausdruck I. zu einem Grüsaten oder Klein- 
sten mscUt; und woher weiss man, dass die gesuchte 
Ponktiun y von a: nur aus der Zahl derjenig-en heraus- 
Rcwalilt ist, welche alle für dus bestimmte Integral II. 
den nemliclien (eegebcnen oder Dicbigegebenen) Wrrth lie- 
fern? 

Ein Versuch, diese iwei Frngen Ibcorelisch zu hcantworten, 
wird jedesmal ein Versuch bleiben; und es ist uSthig, sintt der 
Euler'scben Hethude eine andere aufzustellen, um so mebr. als die 
Euler'ache Methode bei vielen Problemen dann, ivcnn man dos 
Kennzeictien für die Existenz eines Grössteu oder Kleinsten ber- 
steilen will, ganz falsche Ausdrucke liefen. Dieses ist namentlich 
in dem hier vorgelegten Probleme der Fall (man lese die Bemcr- 
kuDg hinler Gleirbung ]\.). 

ThntsBcbe ist es aber, dass die Euler'scbe Methode 
jedesmal die richtige Funktion y von oc liefert. 

Nun mag das vorgelegte Problem nach der Euler'scben .Me- 
thode durchgeführt werden. Man varüre GIcicLuug III., hriuge 
Alles auf einen Nenner, und setze danu im Nenner zur Abkürzung 

A statt fy.dx; dann bekommt man 

IV. äU=~^.\^.f%j.6y.da!y.J^y.da: 

I -J^y* . äx X /"jy .dx-lr'i.L. {fj . rf.r) ^V-JlSy .dxf. 

I Nno setze man, was aber in der Tbeorie des Variationskalkul's 
H noch erörtert werden muss, 

^^B^b. nan aetze^ y'' .tla:=:A . C, so geht Gleichung IV. über in 
^f VI. 6lJ=^^.f\%y-C^1AL).iy.dx. 

Dwsus folgt die flouptgleichung 

VII. 2y— r+2.^.i = 

ud eine GrünzgIcichung gibt es nicht. Mao hat niao die mit 
iter Abscisscnaxe parallele Grade. Bei Bestimmung der 
KoDStaDten muss Gleicliung V. mit benutzt werden; diese gebt 
jelat aber in 

(5=|i^)-. («-.)= c.(e=|^-,.,„-„). 

Gleichung enthält keinen Widerspruch in sich selbst, snn- 
ixn liefert 2^^ = — C, und wcnu man Alj aus VII. eliminirt, 
1» ergibt sich 
TMIIT. 4 
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VIII. ^■=c ■ 

als Gleichung der geBUcLten Graden, wo C eiae nocli xu beitin- 
inonde KonHinnte ist, die wcdii i.B. vorgeschrieben ist, dtias der in 
Rede stcbeode FliicheDiiiliait den boetininitcD Werlh g" habe, dunb 

Jie Gleichung / y.dx^g* hestimmt wird; denn diese Gfei- 
chnug, wenn mun C atolt y setzt nnd integrirt, geht über ig 
C (m — a) = g-', und darnus folgt C=— _ j-. 

Um zu cntscheideDj ob ein GrÖsetes oder Kleinales Btattfinde, 
hat man iu Gleichung 1\'. nur den Zähler >u varüreu; and Bin 
bekommt zuuächst 

—f"if* ■ '^^ X /7**y ■''•"+ 2Z . (f\ ■ <fe) ^["^v • ^ 

-H 2 . fy^^ . dx X f"s . <te -l- i£- f's/ . dx X (/"^y- «fe)* |- 

Setat man A statt / y . dx, und ^C statt f^y* .dx\ so geht 
dieser Ausdruck i>ber in 

+ t. ["äy-' .da;-\-hL. (/'y^ • -A»)'!- 
Dieser Ausdruck reducirt sich wegen Gleichung VH. auf 

5'r=^. j/^V-'^ + 2Z-. {f"yy . da^y \. 

Nun ist A=f"y.(la:=iiC. (a — a), also £=_;£ = — —i—j 
und somit hat man 



IX. d'f/= 



C.(«-o) 



[f'jr 



dx- 



7^.{ryy"y\- 



Man erkennt aber gradezu, ilasg das ionerbulb der Baken stehende 
Aggregat weder als positiv noch als negativ gelten kann, so dau 
es das Ansehen hat, als fände weder ein Gtosstes noch Kleinste« 
statt. Allein es ist in derThst der Fall, dass unter allen 
Figuren, die denselben Inhalt und dieselbe Crnndhui« 
haben, und von auf der Grundlinie stehenden Perpendi- 
keln begränzt sind, das Rechteck seinen Schwerpunkt 
am tiefsten liegen bat. Dieses wird auch noch durcli 
den nach der Lagrange'scheD Methode filr $*U herge- 
atelitoR Ausdruck XXI. bestätigt; und somit bleibt 
nichts anderes iibrig, als den nach der fCuler'sebeh lUe- 




thode für 3* U berg;eatellteu Auadruck fflr 
(tg-«n zu erklären. 



Es entsteht also die dritte Frage: Wie geht es zu, daas 

f"g* . das 



man, wenn man das Prodnkt ^ ■ / p ■ äx zm i 



./> 



addirt, und dann diese Summe variirt, die richtige Fnoktioa y van 
a: bekommt, wäbrenil noch der für ^*&'Bich ergebende Ausdruck 
unrichtig sein kaon? 

, Diese dritte. Frage läast sirh ebenso wenig theoretiack beant- 
worten, als die beiden früheren; und man ist bei der Euler'acben 
Methode in der Lftp;e, in welcher mnn bet jedem bloas empiri- 
««ben Verfahren Istj und dieaer Umstand hülte läng^ veranlaasen 
flollen, eine streng einleucbtende Methode für dieae Probleme auf- 
xoatellen. 

Lagrange, dem alle diese Mängel der Euler'acben Methode 
nicht entgangen sein köDa«a, achlägt ein anderea Verfahren vor; 
er setzt nemlich statt des Ausdruckes II. die identische Gleichung 

Daraus folgt dnrcb Differentiation 



Da nun der FläcbcDiobnlt entweder vorgeachrieben oder nach 
Willkür gewählt werden kanni to iat H daa unabhängig variable 
und y das abhängig variable Element. Man eliminire also y aua 
\.f so ergibt sich 

XII. u= ■' '''\, . 

Man vartbe, bringe Allee uuf einen Nenner, und setze dann im 
Henner ztir Abkfirxnng ^ Statt j (-jzi -dan; so bekommr ma* 
«ID Bebst 

in der Theorie des Varialionskiilkuls 



i. h. man selie f^i^^ .dx = A .E, bü geht Gleichung XIA 



Aber weil ^ konstant ist, so kann man ancb setzen 

und wenn ntsn die gehörige Cmformung BUsfiibrt, so bekommt nas 
IT. »f/=j^.p.(i).-£1.4..-ji.[2.(E)--«l-''- 

Dieser Auadruek zerlegt sich in die HaoptgleicfauoK 

XV,. g = 
und in die G ranzen gl eichnng 

XVII, P .(£),-«!.»..- P . (§).- El • ä.. = 0. 



^ 



Integrirt t 



I die BauptgleicIiUDg, so bekommt t 
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Es ist also (^)b = {^o = C", und die Gpänaengleichung gA* 
über in 

XIX. {C—E).(Ss„ — dx,) = fi. 

Allein eben weil die gesuchte Kurve nur aus der Zabt derjenigen J 
berausgewäblt werden darf, bei denen allen da« bestimmte Integili d 

r y.äa;^=X(i — Xa denselben (gegebenen oder nichtgegebenu) I 

Werth behält; so ist jetzt rfs„ — (!'3„=0, J=a„ — rf'ÄB=0, n. s.w., * 

nod die GräDzengleichuDg fällt von selbst weg, so dase daraus Tür ' 
die Bestimmung der Konstanten C und F nichts gewonnen werden 

kann. Weil aber tf^=-j-, so i«t die jetzt gpsncbte Knrve gege- 
ben durch 

XX tf=C- 

der die mit der Abaciasenaxe parallele 

Euler'schea Methode. Die Konstante C wird, 

wenn das Integral / y . dse den gegebenen Wertb g* haben boH, 




dorcb die GleJcliuag C . (u — a)-^g^ bestimmt, wie achoa bei der 
ersten Auflösang gezeigt ist. 

Um Vi entaclicideu ob eio l^rüsstes oder KleinatcB slattfinde, 
bat man in Gleichung Xill. nur deo Zähler zu variireu; und mao 
bekommt xunäcbst 



\ 



-/:(£)--^x/:o.^ 



dx 



lud benutze auch 



Han forme um, setze A statt / (7~) ■ 
Gleichung Xlf., so ergibt sich 

tn Folge alles Vorbergebenden reducirt sich ober dieser Ausdruck 

Hbq bat also biermit den Beweis, daas eio Kleinstes stattfindet. 
(Unn sebe Gleichung; IX. und die dortige Bemerkung). 

Lagran^e selbst bat das abhäugig variuble Element niemals 
tlltekt elimioirt, sondern jedesmal miilelst eines Mulliplikatura. Zn 
diesem Ende verwandelt er die Gleichung XI. in fulgeude iden- 
tiiche : 

XXII. j-g = o. 

Diese Gleichung multiplicirt er dann mit einer (vorerst uucb unbe- 
kannten sich aber im Laufe" der Untersuchung nach bestimmenden) 
dichtvarisblen Funktion 91 von a:\ dann ist aneh nocb das Produkt 



XXlll. 31. (y- 



^) = « 



XXIV. 9I.(<r2/- 



Kl tat also auch 



XXVIl. 

xsviu. 






MttU kauu ulsü iJag iutagral XXVI. zu 1. auf zweierlei Weise- ad- 
direa, olme dase dabei £s O in g«riogateo geändert wird, d, h. 
man ksDn entweder 



XXIX. &— ^"^ •" //^ ■ <y 



XXX. f: 



2 . ^Jy . d^ 



setzen. Vanirt iqsq nun, und niuimt die gehüri^eo UtAfM.' 
mannen vor; so gelangt niaa gcuau zu den bisberigeD Reattltstcir. 

Kun soll über die Lugrangc'ache Mettiode eine nicbt iinwieb- 
tigPj sondern sehr beuchteaswerlhc Cntersudiung angestellt werdeo: 

IJ So langü nur eine PJebenbedinguug gegeUn Ut, wie ja 
hiesigen Probleme der Fall; so lange ist das LagraDgc'scfae Vci^ 
fahren voUkonimen einleuchtend. 

2) Sind aber zwei oder noch mehr Nebenbedingungan geg*- 
bon, BD ist dos Lagrange'sche Verfahren durchaus unaawcndbar. 
Das folgende Beis^tel mag die Sache erläutern- Es loll 



/> 



. da: 



■/> 



eiu Grösstes oder Kleinstes werden, während y nur oua der Z«U 
derjenigen Punktionen gewühlt werden darf, bei denen allen du 
Integral 

fy ■ <'" 

denselben (gegebenen oder nicht gegebenen) Werth hehült, nod bei 
'denen allen aucb das Integral 

f a:y . dx 

«inerlei (entweder einen gegebenen oder nich t gegebenen ) Wert! 
b^biilt. 

Seist man nun nach l.agrange 
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J X .y .da: = ei — Pa 
HO ergeben xich daraui durch Differenliatina folgende Gleichuo^l 

Da Dun der Werth eines jeden der Integrale f y . dx und 
/ X . y , dx entweder vorgeschrieben oder nacb Willkür gewählt 
werden kann; sa mugs Howohl e aU uucb v eine für siuli willkür- 
liche Funktion sein, d. h. sowohl 3 als auch v musa eine unabhaa 
gig variable Funktion sein. Dieses wird aus dem Folgen- 
den ganz evident. 

A) Wäre y unabhängig \ariabel, so wären % und v abhängig 
variabel, wie aus den Gleicbnngeo y^-r- und xy^=-f- hervor- 
geht; und % niid V hätten keinen Riufluäs auf V, so dasa sich 
dasselbe Resultat ergeben würde, wie wenn keine einzige Nebeo- 
badiAgUDg gemacht wäre. Va kann also y nicht unabhängig va- 
risbel sein. 

B) Wäre » allein unabhängig variabel, so würde sich die Ab- 
hängigkeit des y durch die Gleichung y^-j- ergeben; und xu- 

,.,... dv ... , .du ds , , 

gleich wurde a;y=:j- übergehen in j^^^^jT. <!• n- " wäre 

von » abhängig. Der für U aufgestellte Ausdruck ginge über in 

. /:(g)--^ 

U^ „. . , so dass U nur von x abhioge, und v kei- 

BMi Einfluaa auf 17 hätte, ebenso wenig, als (unter der hiesigen 
Voratiautiung) » Einfluss auf y bat, dii im Gegeutheil v von y, 
und wiederum y von :» abhängt. Wenn also * allein uoab- 
bängig variabel igt, so ist es grade so, als wenn 
nur die einiige Nehenbedingung „das bestimmte Integral 

/ y . dx floU immer denselben Werth behalten" gemacht wäre, 

C) Wäre v allein unabliäogig variabel, so würde sich die Ab- 
hängigkeit des y durch die Gleichung xy^=-j- ergeben,* und lu- 

gleich «OrJ« y=jj äbergel.en ■« JJ = ^ • £■ J- !■• • "ärc 
von V abbängig. Der fiir U aufgestellte Ausdruck ginge über in 

(/=— — --—1 — -r , so dasB ü von v allein abhinge, und s 

J. /^f-l. '^\.da: 

JaX die' 



I 



r. 



\ 



Sfi 

ketDen ILiDfluss auf U halle, ebeaaa wenig uls (unter der liieaigen 
VorausfictzuDg) % Eiafluss uul' y liat, da im Ge(i;entheil s von y, 
Und wiederum y von C ubhüngig isr. Wenn also v uflein un- 
abhäniciir varliiliel isl, so isi es grndc so, als wenn 
nzige Nebeobediog'UDg ,,das bestimmte lotegral 

xy . da: »oll immer denselbeu Wertii liehultcn" gemnclil 

re. 

Daraus ist eridcot rrwiesea, das« sowobl s nia auch v eine 
für sich unnbbänsig variable Fnoktiun H«in muHs. Da nun durch- 
aus keiu Elimiuationsprocesa müglicb ist oder aucb nur in der Idee 
ffedacbt werden kann, durcb welcbeu ^ von s und c zugleich ab- 

^ig: wird, wobei dann aucb II von s und v zugleich abhängig 
wirdj so muss die La^ronge'scbe Metbüde gradezu verworfen wer- 
den. Was ober hier notbwendig- ist, wo uur zwei Neben bedingan- 
Ken gegeben sind, das ist noch um su nebr ootbwendi^, wenn 
drei und noch mehr Nebenbedin^ungen gegeben sind. 

Lagrange bat freilich in seiner Theorie der relativen Grässten 
und Kleinsten von dem direkten Eliminatinriaprocesse nichts ve- 
sprocben , und doch ist nur durch diesen der Weg vorgezeigt, 
welcher sicher zu den richtigen Resultaten fiibrt; aondern Lagrange 
bat auch hier die indirekte Elimination mittelst Multiplikatorea an- 
gewendet, indem er die beiden identischen Gleichungen y — -7— :=0 
und xif — ^ = bezüglich mit den nichtvariablen (vorerst aber' 
noch unbekannten) Fünktiunen 9t und 3)2 multiplicirt, unil dann 




fy-^y- 



nichts gewonnen; denn der indirekt« Eli' 
r den direkten ersetzen, um bequemer lon 
Ziele zu gelangen; und ehe man den indirekten anwendet, hat 
man sich zu iiberzeugen, ob y von x Dnd V zOgleich abhängig 
sein kann, und also durch y aucb U von a und v zugleich abhän- 
gig wird. 

Die Tngrangc'sche Methode hat also den Fehler, dasa si« kei- 
ner Ausdehnung vom einfachen auf den zusammen gesetzten Fall 
fähig ist; die Euler'sche Methode aber bat den Fehler, dasa map 
bei ihr schon im einfachen falle nicht recht weiss, was man so 
eigentlich ihnt, und somit kann bei ihr auch im zusammengeaelztea 
Falle von beiner Ueberzeugung die Rede sein. 

Ich habe die Theorie der relativen <;rÖBsten und 



ble^ibf. Ich werde meine Theorie nächsleos mittbeilen; hier gebt 
CS nicht wohl an, da sie dem eigentlichen Zwecke dieser Abband- 
long fremd ist. 



i 



Zweite Ablheilu 



1 



Wenn b und /3 keine Punktionen von x sin^, und wenn dis 
beiden Differenzen « — a und ^ — b imnitiv sind; so ist d«a 

bestimmte Integpral / / >f{x, y) . dy . tix jedesmul positiv oder 

' r beHlän- 



<f{x, y) selbst beständig iiusitiv 

deni y alle von li bis 8 stetig oebeU' 



negativ, je 

dig negativ bleibt, 

einander liegenden Werihe beilegt, und bei jedi 

Wertbe des y aucli zugleicb dem ^ alle von a bis a stetig neben- 

einander liegenden WertJie beilegt. 

Beweis. Denkt man sieb k im .Momente des Verachwindens, 



Ä, (* + *), (Ä + 3Ä), (Ä + 3*),. 



£ bis ß vor- 



alle stetig nebeneinander liegenden Wertlie de» j 
■teilen; so ist (nacb einem bekannten Lehrsatze) 

+ -^^{x, Ä+"(«-l).*)-|-yf:p, (S)].<tr. 

Denkt man sieb aucb h im Momente des Verschwindena, so dass 

ö, (« + Ä), (a-\-%h), (« + 3Ä), , (a + (».-I)/i), a 

alle stetig nebeneinander Hegenden Wertbe des x von « bis a 
vorstellen; so bat man jetzt 
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+ + _ 

y 'ö' ■? 



+,+ ! 

a I T 
+ + *; 

'=. + ^ 

? + + 



+ ■ 



:ö 



ele. 



und biermit ist 

leuchtet vou selbst ein, dass er seine Giltigkeit behält, « 
auch eioer oder mehrere der Theilsätze g>[a, 6), 91(0, Ö-f' 
m(a-}-/, * + *), u. s. w. zu Null werdeo; dagegen ist 1' 
bar, dnES er nicht mehr gelten kann, wenn einer oder n ' 
>. dieser Theilsätie unendlich werden. Wenn über nicht alle 
lltae diwaelbe Zeichen haben, w kann man im AllgemaineB j 



deu ZeidieoBtaiid il^H bcHtiaimUB Integrals f I yK'^iy)-'^-^ 
nicbta behttnptcD, sondern muss jeden specielleo Fall nncli leiuen 
EigenHiDmlichkeiteo nnteraucheo. 

Zugleich ist klar, wob die Bedint^ng ist, unter welcher eia 
dreUaches, vierfaches, u. a. w. Integral positiv oder negativ wird; 
und desslialb ist et nicht nölhig', diese Cnteiwicliung nocli weiter 
tuazadebaen. 



reeller mit den Elementen i 



gebildeter Ausdruck; uad man sucht n als solche Funktion der 
beiden ninbtTariHblen Elemente x und y, dass dabei dos bestimmte 
Intec^ral, wo b und ^ keine Funktionen von x sind. 



''=jvy'^'^ 



«in GröiBtes oder Kleinstes wird. 

Dass aber die beiden Elemente b und ^ vou x guns 
BDBblängig sind, ist ein Punkt, der durch die gansa 
Cnteraucbung im Auge behalten werden muss. 

Man setze zur AbkiinuDg ft statt -j- und q statt ^, so ba- ~ 
kommt man als Hatiptgteiehniig 



rf»r 



dx d^ 



i 

^■'■Ii &r)lssen)ifleicbUDg bekoBimt man 



Bcriicksiclitigt mno die Houptgleichu ng, so bekommt man ii 
Allj;eneineo für die Variation der zweiten Ordnung 

« d^gV , rfyJi d^pF ,rfj:Jt ^ dpd^r dxäiL ^A 
'^''-^^«•'''■■dy~*~dp^'^d<g'~^dp.dQ'dx' -*" 




ar ^eieizt liale, uud Aaaa y uocli allgeoKiiD aei. Auf ätiDlicbi 
Weise verkält es sieb bei deu ondern AuadrÜckeo. 

Man bat uuu lu uuUrBucbeii , UDter wclcben BediogUBgen du 
i'^IJ beständig' negativ oder [lonitiv bleibt, und wanu es weder «li 
iioüitiv Docb aln ntgiitiv seilen kann. Man beieicboe zur Abkür- 
f^V dxdpV rfrifyF rf^p£ d^d^V d'^F . 
' ' (/»' ' ds .dp' ds.ä^' d/i^ ' dp.dg dq'* 

gebt, wenu ri:iii für % die ^efuni'ene Funktion setzt, beiüglicb Bit 
Ju, A, P. Q, it, A'; und setze für das allgemeine bei ar = m und 
f/^lr anfnngeride ÜuppeÜDlegnil 



+ «.(*r)-+2/<.^ 









.''"'V j. 2« ''"'= 'M^ 



+ -='.C^)-l%'te. 



NaD ditrereutiire maB zweimal aufbeideu Seiten, UDd es erf^ibttiek 






. rf» H- F . *f:s' +2E . ^x . ^ 



H-.«.ä..^+^.(S').H-»«.^-.*^ + j.,^r 






auf eine Seile de« Gleicbbeitazeicbef 
F) . d%* 



-D).ds 



ityäx 



i«-n.(^)- 



.^.iS+iä._,<, Ä, 



Die^e Gleichung gilt bei Jeder beliebigen Funktion ds \ 
y, nnd bei jedem beliebigen Wcrtbe den .tr uuil des. y\ 
itlRg infolgi^nde einzelne Rleirbungen: 



I. 



<£, _ ^_j 



r 


4 dar.ii» 

L 


folgl 

r 






-dp.d. 




■ 


w 


"iH*"' 


i.i««te! 


=^^ 




1 


l 


J) 




-d,.J, 



= !U 



rfjl? dyUt d^tV d^ dya 



■ dx ' 



Mm erkennt also, «lass ^, A, C vollkommeD bestimmt aiad; dii- 
gtgen 0, ^1 F sind erst dann bestimmt, wenn man einmal weiss, 
ni9 t; nnd O) für PuaktinoeQ von o: und p aiod. Da aber darcb- 
ans keine Bedingung vorlinnden ist, nelclier die Piinktionen ai and 
1 geougcD miiasen , si> sind iii uiid ti (;anz willkürliche Punktionea 
von X und y. Han kaoa alio u und t; so aoneliineD, dass der 
Aagdruck 



dx&^ 



VI. F.Ji'+2E.Ja 



+ jO,J,.^+C.(^). 



,^,, 



Ai!^ 



kowit. Diese Form eutwickelt gibt 



VI,,. ^.<^).+2.«t.^.'g? + «B/^.ä. 



+iJ.ss'+J, 



;■) . &'. 



Vergleicht mu jetst VIII. mit VI., i 
zelne Gleichangeo: 



-*t = -i 



ergeben «ich folgend« ein- 



welcLe letztere Gleichnng aber kein Stück eothält, dai nicbtecbAti 
beBlimmt wäre; uod wean nan für 99, A^, E die Aasdriicke eio' 
setzt, so geht sie über in 

IX F.{B^ — AC) = %BDE-'C.D-' — AB' 

welche Gleichnnj; aber nothwendig exialiren muss, wenn der An- 
dmck VI. auf die Form Vll. soll gelit-acht werden könneo. Glei- 
chilng IX. ist aber gleichbedeutend mit 



„rf'iF 






' dp.dy' dx.dg 

dq^ ' rfl . dp 



'^dx.da ~'">-^d^i 



afp' ds.df 



Dieses ist eine PnrtisldiffcrenlialgleichnDg dea ersten Grades dir 
efstcn Ordouog. Nun existirt zwiscben (u und ff durchaus keisc 
Abhängigkeit; man kann also entweder für 17 oder für m eine be- 
liebige Funktion aanelimen. 

Die Gleichnng' V„ welche, indem sie von x = a und y=J 
bis zu jedem bcliebi^eu Werthe des x und des y erstreckt wird, 
giltig ist, ist auch giltig, wenn sie von x'^a und y = & bis » 
.3:^0 und ff^ß erstreckt wird, d. h. es ist 






*-(^)- 



.df.är 



' . <r«»u. 



und weil der linke Theil der Gleichaa^ XI. die PunktioneD ta and 
i; ffar nicht cDtliält, so ist der Werth des recbten Tbeiles von m 
und 17 ganz unabbäogig. Aber grade dieser Umstand ist der 
Hanptpnnlit, der von jetzt an nocb benutzt werden 
muss. 

Gleicbnog IV. gebt nun über in 

— (^ . rf>* + t|.d*').,yl.rfy 



+yri'^ ■*-"+»•■'••)». ' 



-(^. »•»+«. ».•).,. 






e.J.)' 






L 



Hun mögen folgende specielle Fälle besonders betraclitet werden. 

ßr&ter Fall. Sind die Spectalitälen von der Art, duaa 
die identiscben Gleichungen 6xa,y = ^, 6xa,y = ^, Sxg^x^Q, 

n. s. w. stattfinden; so fallt die Grunzen gleichung III. von lelbat 
binweg, und Gleichung XII. reducirt aicb gradezu auf 

I x.„. <,.r=/y/[...(^^H-!(/^'+5,,*,. 

Zweiter Fall. Sind die Specinli täten vod der Art, dass ron 
den Ausdrücken Sxa, y , da>, y < ^xß, ^ , dzi, x , ^^xa, y , 3*Xa, y, 
^'ß,x, <^3i, f , u. s. w. hein einziger zu Null wird; so wird der 
GiänieogleichuDg nur genügt, wenn die Tier Gleichnngeo 

(^K» = «, 4-)..,=o, (^U.=o, (^K,=o ■; 

■littfindeD. Dabei reducirt sich Gleichung XII. auf ''>^ 

+,•4, .t^ + S.4.)'l.*->(^. 
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Da Duu, wie gcIiud bemerkt, sich immer der iTgend einem du enl- 
sprecliende wahre Wertl des d'^/ ergibt, es iniigen die Funktionen 
(U und 1 sein was sie wuilvn, weon sie nur io solcLer Beziehnag 
zusammen Etehen. dnsi (>leicltan^ \. erfüllt wird; so kann man 
auf folgende Weise den Zetchenstand des J' f kennen lernen: 
Hat man sich einmal unter dein willkührlichen ds irgend e'rne 
Funktion •/on x nnd y gednclit. so kson mon für (i> noch eine 
solche Funktion des einzigen a: oehmen, diiss die ideotiscfae Clei- 

XV. (üi . dB»)^, , — («*. d*')*, , = 
stattfindet, wbb am einfachsten dadurch erreicht wird, dass msa 
gradezu i(f = setzt. Dabei ist 'dann anch -^:=0, und Gh 
chung X. reducirt sieb auf 

djdjF d^F i d^dpF rf^T ,rf!^,, 

— ''■ dp.dg' dz.dg-^ds .dp "" dp' ■ V= .V 

~~d^'^dxl^~''* 
Diese flleicbung, aus welcher tu ganz weggefallen ist, entbält nur 
den einzigen partiellen Diifcrentiolquotienten ^; man bekomnt— 
also, wenn miin intee;rirt, für ij einen aus ,v, y, iry gebildeten 
Ausdruck, wo tij/ eine durchaus willkührliche Funktion von y ist. 
Aber eben diese in )} enthaltene willkührliche Funktion ny kann 
man nach der bald so. hald so beliebig genommenen Funktion d«. 
von a: und ff auch jedesmal bald so, bald so eiorichteo, dass dl« 
identische Gleichung 

XTII. {7!.6x')a,y — (t!.äx')„,y = 

stattfindet. Wegen Gleichung XV. nnd XVII. reducirt sich aber 
XIV. auf Xlll. 

Dritter Fall. Wenn zwischen d»ii, y und 3sa,y- wenn ebenso 
zwischen äxg^a und dxi,,x eine Abhängigkeit stattfindet; so findet 
auch zwischen d'*x„^y und ^*a, y. und auch zwischen d'xß.x uod 
'd'jtj, X eine Abhängigkeit statt. .Man eliminire Sxa, ^ o'Xa, yi 
^Xi, a und S'Xi, X, sn werden dabei die zti d'Xa, y und o'xg.x g 
hörigen KoefQcienten zu Null; und Gleichung XII. geht ubec 
folgende Form: ' 

XVIII. !■ V=f^m + ® • (I)., , + (';■)., ,1 . '•■-, t-d. 



I 






■ Ma . 



r + S.J»)' 



+ ^,.(^+s. *•)■]. •'y."'^- 



Htn decke «ich ann onter to eine solche Punklioa der eiot 
Vera a der) i eben or, dasa die identische Gleicliung 

XIX. $ + B , tili H- Wj: = 

■tattfindet. Dabei reducirt sich Gleichung X. auf 



=2/ 



dx' 



''dp.dj' 



d.,dpr 






' dp. dl/' ds.dq 

_älpF .d^jF ' 

dp"» -^ds.dq '"> ~ d;-^ '^ds.dp 

Diese Gleichung, in welche die fiir la gei 
reils eingeführt gcdaclit wird, enthält nur 

DifTereDtialquotientca ^; man bekoninit ali 
für q einen aus a:, t/, ny gebildeten Ausdruck, 



c Funktion als be- 
zigen partiellen 
1 niaa iotegrirt, 
, „. ^ „ , "■y eine durcb- 

3 willkürliche Funktion von y ist. Aber eben diese in i; eatljal- 
lene willkürliche Funktion ny kann mun noch so benutzen , dasi 
dia identische Gleichung 

atattGodet. Wegen Gleichung XIX. und X^ reducirt sieb XVIII. 
auf die Form XIII. Cud so fort 

Aus alleni Vorli ergehen den folgt, dass der ZeichcnsüiDd des 
d^ü von j4 und ^4, abbängig ist, d.h. wenn man dem y alle ste- 
tig nebeneinander liegenden Wertbc von li bis ß heilegt, und bei 
jedem einzelnen dicse^r Werlbe des y auch dem x alle stetig neben 
einander Liegeoden Werlbe Von a bis a beilegt, und duhei 

1) jeder der Quotienten —3- und —^^ sowie auch der Aus- 



.d'pV^ d'.r 



■ocb d^U posiliv; 



,d,.dqr.^- 



., '//'' 



)-] beständig positiv bleiben , 
aber dabei 



I ist 



2} jeder der Quotienten —f-^ ""d - ;^ — negativ , dagegen der 

Ausdruck [-^ X -j^ - (^:i^'I P^^'^'" '''«''"' ^" '" <^'^ °«- 
gativ. 

Dabei beachte man noch: wenn der Ausdruck 



^4p' 



'^dp.d', 



bei eiuigen oder bei allen von big « und von & bis ß liegenden 
Werlhen des x und des y zu ^'ull wird, su bebalt vursiebpnde 
Regel immer nocb ihre Giliigkeit; sie verliert aber ibrc Giliigkeit, 
•olMild einer der Quuticaten 

d>z.F did^ d^jF d^V dfldjF £^ 
ds' ' ds.dp^ dx.dif' dp' ' dp.d^' dy" 



bei irjrend einem Wertbe iles x und des y die im Knlknl uniuläi- 
■ige Form ^ annimmt. 

In dem speciellen Falle, wo Fein nur mit ;r, ^,-3, ^ ge- 
bildeter Ausdruck ist, und man für % eine solclie Funktion von x 
und y sDcbt, dass dabei das bestimmte Integral, wo b und jS keine 
FunkdoneD tob x sind, 

XXL U=flfl V.dy.dx 

ein Gröistes oder Kleinstes wird, reducirt eicb die Hauplgleichung 
II. auf ' 



und die Gräniengleicbung III. reducirt sich auf 
Gleichung IV. reducirt sich auf 

XXIV. i' v=J1\^),. . . J-=«, ,- (^)., . . J'«, .) . f 

Diesem Ausdrucke kann man die Form geben 

XXV. j-f/=yj[(^.j-,+..&-u. 



und zur Bestimmung von co bat man folgende PartialdiSerenl 
gleicbuDg der ersten Ordnung 



XXVI. 






dy<0 ä^^V 






\ 



Dnrcb Integiatinn dieser Gleichung bekommt man für w einen i 
x, y, Tta: gehildeleu Ausdruck, wo itx eine ganz nillkorlicb^ 
Funktion von x ist, die noch dazu benutzt iverden kann, dB| 
aicb Gleichung XXV. zurückzieht auf 

S^C=f*f'^A.{^ + <&.3,y.dy.da: 

nnd oan erkennt, daas es jelzt nur auf A, d. h. nur auf den ( 
tienten -^^ ankommt, ob d' V positiv oder negativ ist. 
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lat iilier der Ganc; iliesea Vcrfahreas einmal recLt aurg;efaast, 
«o kann es gradezu aucti ouf zusammengcaetztcre Fälle ausgedehnt 
werden; was Lier nicht mehr auBgofülirt zu werden braucht, son- 
dern es mag genüges, einige Resultate Iicrzuseizeu, 

Ist nemlich V ein aus den Elementen ir, y, *, ^i 

rfy ' da;'' ' dx . dy" ili/'- 



das bei 



olcl 



al 



I 



ü=if*f^Y. dl/ .dx 



I GrÖBBtes oder Kleinstes wird; 
g j) statt ^. y Blatt ^, r slalt ^ 




gebildeter Aasdrack, und sucht 
n von ^ und y, dass dabei 



:tze man zur Abkiir- 



I nur die Bedingungen aufzusuchen, unter 



dr^ -^dx^' '^^•dr.dt' da:-' ' dx .dn~^ dt.df rfj;' ' dy\ 

beständig positiv oder oegntiv bleibt, wäbreniT man dem y alle ste- 
tig nebeneinander lirgenilen Wertbe von 1/ bis ß beilegt, und liei 
jedem cinzpincn dieser Wertbe des y nuch dem jr alle stetig 
Biebenpinnoder üpgenden Werthe von a bis a beilegt. 

Wenn aber bei allen diesen Wertben des x und des y der 

Quotient -r^ zu Null wird; so kann nur dann ein Grösstes oder 
Kleinstes stattfinden, wenn auch die beiden Quotienten - Jj-ji "'"' 
^ — -jz bei allen diesen Wcrfhcn des a: und des y zu Null werden, 
jmd man bat jetzt den Ausdruck 

fc.,rf'rP' /^d^i, . o '^'^'^ rf'jifa rfr rfyJ» j_^ir fAc rfy'^ » 
^^ <fr» ■'■</jr= J ~*' • dr.di' dx^ ' dx.dif'^ rf*> ■ W.rfy' 
Mtt unters neben. 

Ist r ein aus den Eleme 



(lebe Fu 
legml 



ikti 



n ie, 11, tu, X, -j— , ;-, -} — 
— ' ■/> ' ' dx dy' dui 

tztcr Ausdruck, und sucht man fitr a eine 

OB von X, y, w, dass dabei das bestimmte 



^~.faf!.fc ^ -^^ •'iy-^^ 



I zur Abkür- 



Bin Grösstes oder Kleinstes wird; so s 

zung p stotl ^, q statt —-, und r afalt -^. Dann hat man nur 

"b Bedingungen aufxuBUcben, unter denen der Alpdruck 





dp. dg' clx ■ rfy ' dp.dr' dy ' A»" 

^'■d^j.dr' dy ' dw "*" rf/' ' ^ Ap ' 

beständi}; pnaiiiv oder Dcgntiv blribt, wälirGDd man dem *B \ 
stetig DcbeneiDander liegeoden Wertlie vud c liis y beilegt, nnd 
bei judcin einzeluen dieser Wcrthc dea 10 uucli dem y blle stetig 
nebeneinander liegenden Wertbe von li bis p beilegt, und bei je- 
dem einzelnen dieser Wertbe des to nnd des y auch dem i 
stetig Debeneinander liegenden Werthe von a bis a beilegt. 




V. 

ITeber die Messkette und deren Berichtigi 



Herrn Regieruugs-Conducteur G. Berlin 

zu Greifswald. 



Die meisten Feliler, welche bei der MeEBUng einer geraden 
Linie mit der Mesglcelte enIsIebeD, rubren liuuptsäclilich von der 
Ausdehnung der Kette, veranlasst ilurcli Uelinbnrkeit des dazu ver- 
wendeten Kisendrutbes und durcb AusscbleifeD der Ringe ber. 
niuu ist dabcr genölhigt, dicBelbc öfter zu bericliligen, was bei der 
gewöbnlicbcn Linricbtung der Messketlen nur duilurcb gescbeben 
Kann, dass die einzelnen Glieder der Kette durcb Nacbbiegung der 
Haken wiederum verkürzt werden, wodurch über nicht allein der 
Drnlh spröde und burt wird, so dnss ein Zerreissen der Kelle xo 
befürchten sieht, sondern aucb die Berichtigung nicht mit der PrS- 
cision auGgefübrt werden kann, wie es wulit erforderlich ist. Oft 
ist es aucb dem praktischen Geometer fnst unmöglicb, eine Hericb- 
tigung der Kette, wenn Feuerurbeilen dazu erfurdcriich sind, vor- 
zunehmen, da diese bei GeiueD praktischen Arbeiten ihn nicht nur 
läugcre Zeit abhalten, sondern auch nicht aller Orten eine Schmiede 
ist und selbst aucb vielen Geometern die manuelle Fertigkeit ab- 
gehen dürfte, die erforderlich ist, um selbst eine Eolche Bericbti- 
gUng vornebmen zu können. 

Bei Richtigkeit der Messketle kommt ea vorzüglich darauf an, 
Ibbi, wenn auch nicht die einzelnen Zebntbeüe der Ruthe genauei 
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IHaaaa hatlea, dcDüocL die durcli Wirbel abgetlieiitea -j-'g- ff' 
Laufte einer halben Rutlie hoben, indem der kleine dadurcb bei 
den ciDieloeu Füssen entgtebendo Felder böciiatens j%^ der Ruthe 
betragen "wird , welcben nach den nblicbcD Muassstäben verjüngt 
aasiud rücken bei ükoDomiacbcn AufonlimeD nickt möglich ist. Ist 
eine grössere Geonuigkeit, nnmcntlicb eine Bolche, die si'cli ouf 
Hunderttbeile der Rutlie beiielt, crforderlicb , so wird diese durch 
Aalegong eines Manssatitbes, den jeder (ieometer bei sich zu fuh- 
ren liiit, zu crltiDgen sein. 

Bei meinen vielfachen praktischen Messungen habe ich fast im- 
mer erfahren, dass selbst bei der genauesten Beridiligung eine Ver- 
änderung der Kelte nach einem nur tügltcben Gebrauche sich ge- 
zeigt hat; und man würde daher genöthigt sein, auch eben so oft 
die RerichtiguDg vorzunehmen, wiidurcli ditnn die Kette an Solidi- 
tät verlieren würde, nenn man es nicht vorzieht, die mit der fal- 
schen Ketle gemessenen Längen auf die richtigen zu reduciren, 
was aber um so eher zu Irrthümern führen kann, da nicht allein 
der Fehler kein beständiger ist, sondern auch der Messungen na- 
mentlich bei der Boussolenaufnahme so viele sind, dass seihst beim 
besten Willen, wenn man auch den dadurch erforderten Zeitauf- . 
wand nicht herücksichtigt, Irnioaren herbeigeführt werden. 

Ich habe mich daher einer kette bedient, deren tieiichtiguug 
uumitlelbar durch Nachschraubun^ bewirkt wird, und glaube die 

Eelroffene fc^inrichtuug uls weseutlicbe Verbesserung em|ifehlen zu 
ünnen. 

Man nehme zur Messkette nur englischen Dralb von 2'" bis 
V^"' Put. Maass Starke; nur dieser gieht hei gehöriger Weichheit 
des Metalles die gehörige Stärke, die das Anspannen der Kelle 
erfordert. Die durch die Stärke von 2'" bis 25"' Par. Maasa her- 
beigeführte grössere Schwere der Kette kann in Bezug auf die 
gfröBsere Richtigkeit nicht in Betracht gezogcu werden. 

Gewöhnlich sind die Ringe zur Verbindung einzelner Ketten- 
slieder von gegossenem Messing, die der eigenthümlichen Sprüdig- 
keit des Metalles wegen heim Schlagen der Kette leicht zersprip- 
BfiD, weshalb ich es vorgezogen huho, tiinge von gescbweisstem 
Eiun anzuwenden. 

Die Einrichtung der die Ruthen bezeichnenden Wirbel, wo- 
inrcb die Correction der Kette müglicb gemacht wird, ist folgende. 

Der Wirbel ist durch 3 Balken (Taf. I. Fig. 4.) a, £, c in 4 
ileielie Theile gelheilt; der mittlere 6 ist nur zur grösseren Uall- 
Hrkeit und zur Bezeichnung der Ruthen da; die Balken a und c 
uwie die Kndbalken ti und e haben ovale Scheiben (/, /'), die im 
Hittelpunkte jede mit einem Loche verseben sind, und zwar bei a 
lud c rund (g) und bei d und e quadratisch (/t). Zu diesen 
Lfiehero posst genau eine Eiseostange «, die zur Hälfte^ eine 
Schraube, zur andern Hälfte viereckig ist, und sich Deissig in der 
^Hadratischea Oellnutig /i hin- und fierhewegen lässt. Zur Fest- 
itdluDg' dieser Stange dient die Mutter &, zu deren Piicbtver- 
ricknng wiederum die Gegenmutter i angebracht ist. Mit Hülfe 
dieser Stange lässt sich leicht durch reüpeclivcs Anziehe» und Lö- 
ten der Muttern A und / die Correction der Kette bewirken. 

Die Wirbelbewegung wird durch den Wirbel m erreicht, der 

wie gewöhnlich durch einen Ring mit den Ketienglieiieru verbun- 

■ton ist. Dem Mechaniker dürfte es schwer werden, des geringe- 



70 

Tta Raumes wegeo die Stange i mit dem Wirbel m su Ternieteu; 
eine Schraubenmutter, die um Aas AurdreLcu zu verhüten, nach sa 
vernieten ist, wird zweckmäBsiger sein. 

Die Einrichtung der die halben Ruthen bildenden Wirbel ist 
in Bezug- auf die CarrectionS'EiDrichtuug dieselbe wie die der 
ganzen, nur wird es der Ünterscbeidung wegen zweckmässiger 
sein, die Dimensionen etwns kleiner zu machen und den Itliltelbal- 
kcn & fehlen zil lassen, wogegen zur Bezeichnung der Lauge die 
Sfiitzen a ^ (Tuf. I. Fig. 5.) anzubringen sind. 

Bei den Endringen der Kette kann diese CorrectioDS> Einrich- 
tung fehlen, da nicht nur die Ausdehnung der Kelle in der Mitte 
sich am stürksten zeigt, sondern auch die grössere Wirbelbewe- 
gung bei den Enden eine einfachere Einrichtung erfordert. 

Gewöhnlich sind die Kettenstäbe unten mit einem etwa zwei 
Zoll langen Stachel versehen, der höchstens eine Stärke van 
4'" Par. MaasB bat. Bei dieser Einrichtung zeigt sich der Hebel- 
stand, dass des' geringeren Widerstandes wegen hei gehöriger Ao- 
Spannung der Kette namentlich in weichem Boden dieselbe fort* 
gescble|>pt wird. 

Eine konische Spitze (Tnf. I. Fig. 6.) wird vorzuziehen sein, 
da diese nicht allein mehr Widerstand gewährt, sondern auch der 
Einwand, dass die Stachcispitze genauer den Endpunkt der Kelten- 
länge bezeichne, dadurch widerlegt wird, dass beide konische 
Spitzen gleiche Dimengiunen haben und daher genau zu den ge- 
machten Oelfnungen passen. 

Bei der Praxis hübe ich erfahren, dass die Liinge der Ketten- 
stäbe von 5 Fuss fiir tlcD Kcttenzielier buchst unpraktisch ist, eio 
kürzerer Stab von etwa Z\ Fuss ist demselben handlicher, um so 
mehr er zum Eindrücken in den Boden mit der rechten Hand nscb 
oben zu rücken hat, und bei der Länge von 5 Fuss das Ende des 
Stabes ohne Anstrengung, indem die linke Üand zum Festlialten 
der Kette unten bleiben muss, nicht erreichen hann, was eine un- 
gleiche Kettenzichung herbeiführen würde. Die Länge von 5 Puss 
dient ja nur dazu, um die Keltenstäbe hesser einrichten zu kön- 
nen, aber ein geübtes Auge wird ebenso richtig einen kurieren 
Stob wie einen längeren einrichten. Der Stab des Kettenfiihrers 
muss aber des besseren Einrichtens wegen die übliche Länge haben. 

Die bei den Messungen anzuwendenden Zeichenütäbe sind ge- 
wöhnlich von Holz und werden in einem ledernen Kocher aufbe- 
wuhrt; wie leicht aber ist es nicht möglich, dass eins beim Nieder- 
bücken oder heim schnellen Messen verloren gehe, auch ist der 
Köcher der freien Bewi'guug der Hände etwus binderlich. Mit 
mehr Nutzen habe ich daher eiserne Zeichenstäbe angewandt, die 
an ihren oberen Endeu umgebogen sind und auf einen Federhaken 
(Taf. I. Fig. 7.) aufgehängt werden, der wiederum ebenfalls durch 
eine Feder gesichert auf einen Ring gehängt wird. Dieser Ring 
ist an einem Riemen befestigt, der um den Leib geschnallt wird. 
Hierdurch ist nicht nur bei gehöriger Kraft des Federhakens ein 
Verlieren unmöglich, sondern auch werden beide, der Kettenzieher 
Buwic der Kettenführer, den Gebrauch ihrer Uände frei haben, was 
um so notliwendigcr ist, da der Geometer als Kettenführer sein 
Hanual zu führen hat. 
^^ Ob diese VerhesaeruDgeu der Kette schon angewandt sind, itt 



mir anbekaDDt, nenigsteDB ist mir in keinem Lehrbuche der nral 
tischen Geometrie darüber etwas vorg'ekommeo und glaube ich a 
__deibftlb durch Veröffentlicbuug g'emeinuütsig mucheu eu miiasen. 




VI. 

F einige bestimmte Inte^ale, deren Werthe 
durch doppelte Integration gefunden werden. 



Herrn Doctor O. Schlömilch 

zu Weimar. 



In einem Doppelintegrale zwiEcben bestimmten Gränzen ist es 
bekanntlich gleichgültig, in welcher OrdouDg die angedeuteten In- 
IC|;ratiDDeii ausgeführt werden; oiler, wcdd /(», ^) eine beliebige 
Fnoktion zweier von einander unabhäugigen Vcräudcrlicbea u, sc 
bedeatet und a und h die Gtanzwertbe für x, a und ß die für u 
btieichnen, so hat man 

[Heser Satz wird dadurch eine reiche Quelle beEtimmter Integrale, 
das8 es in vicleu Fällen möglich ist, bei der einen Integratiuosord- 
DDUg ein Integral, bei der anderen beide Integrationen auszufüh- 
reo, wodurch man unmittelbar zu dem Wertbe eines bestimmten 
Integrales gelangt. 

Wir wollen hier einige Entwickelungen dieser Art mittbeilen. 
Gs ist bekanntlich 

WT^- = t Arctan ^, Iclgl-cb/^ ÄT^^^ = äÄ" 
Ferner hat man 

/\ dr I r /'- rf.c _ p» ^__1 
11-+-X') (u= + j:') ~u'-l L/o l + a^' Ja m' -4-3:0 



•der nnch dem Vorigen 





/•» t 
a (l + ar'l 



C) 



I 



2 * K(M+1/ ^'^ 

;a ausgesprocheae Prinitp i 



Aaf dieses lote^rnl lässt sieb das ahea a 
versdiiedener Weise aDwendeo, 

Man multiplizire erBllicIi die Gleichung mit 2im/u i 
grire nacii a xwiochen den Gräazen u^ct, u^O, ho iai 

Die linke Seite g'clit durcb UmkehroDg der lotegratioD ii 
den Ausdruck über: 

Die rechte Seile jener GleicLung ist ^=-!tl\y-\-a), nüthin 

Man konn dieses Integrnt noch unter anderen Formen daratellui 
Setzt man Dämlich ^r^os, wo x eine aeue Veränderliche iit, la 
wird dasselbe: 

Nimmt man dagegen x-^ — , ao wird rf^ = ^, nnd wei 

ir = oe, ^:=0 gewurden ist, hat * die Werthe und ao apg 
Dommeu; daher ist das Integral 



y^"T:^'('+«"""l='"l'-*-''l- (*)■ 

Man multiplizire ferner die Gleichung (1) mit du nnd integrire aad 
u zwischen den Gränzeo »^oo, u^u, lo ist; 

/■- . f* dx _ n^ /*- du 

Die linke Seite wird durch Ümkehrung der iDtegrationsorduung 
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Bb iit aber bekaoullicL für jedes v 

Arctan v + Arctao --^Arclaa oe 



* Arctan — = Arctan ao — Arctan i 

und daher gestaltet sich jenes Integrol für v^— folgeDderinaiieD: 

Aat der rechten Seile ist 
■iüiin 
I Wir habea daher 

«der vean wir überhaupt a für — achreiben: 
dx Arctan aa: 



y*" dx 



= f <(1 + »). (5). 



Ffir fr = — gestaltet sich die Gleichung folgendermosaeD: 
«Es Arrcans n fll+g) „ 



^0 a»^ 



Auf die gefundenen Integrale lässt qich die biBlieriiic Methode seibat 
wieder aiiweuden. Man multiplizire nämlich die Üleicliung (3), io 
welcher a^u gesetzt wird, mit 2wr& und iutegrire nach m zwi- 
schen den Gräezen a^a, u^O, au koinuiC: 

f"lv du /*" . **-, , /(l + 4) '^ = 2« f'i(l-\-u)du. 

Die linke Seite ist auch 



d 
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Die rechte Seite IGist aicb uacli der Formel 
leicht Dütier beatimmeD. Mnn ÜDclet 

= tl + «)41-t-*.)-«. 

Fül)<licli beben wir: 

Für x = -r, o = — erg^iebt sich bieraus 

/."«l+S) '(l + S) §=2»(y +-i-) /(H-4)-f. (7). 

Man setze uucb iu Farinel (6) u^m, miiltiplizire mit ^m und ia- 
legrire iwiacben den Gränzen «^oo, «^n, so kommt 

Die linke Seite läset sieb aucU uo schreibe» : 

»/ » -' o s' + u' 

= ^ — Arctao s . — tArctBo ae — Arctaa — | 

^ / Arctan « . Arclan ■— . 75. 

Für die rechte Seite haben wir nacb einer bekannten Rednctisu- 
formel 

/•'il±^'..= /(. + .,/S -/.,! + ») /g 
"" « "•"■/«[l-l-uj 

Nach den ^ewöhnlicben Kegeln, wodurcb man die Werlbe unbe- 
stimmt Bcbemender Briicbe bestimmt, findet man 

'il±^ = für . = », 

folglicb 



\ 
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Wir baben daher,' 

/■"Atotoo -5- Are«,, a . ^ = |. lü+S! + «| + ±,|. , , 

Für a:^— , a^— erg'iebt sich hieruua 

Für a = |f=l hat mao z. B. 

/ ( — — )' *te = ffß. (9). 

Es würde nicht leicht süin, dieses rein numemche Inteffral, desacQ 
Wertb sich hier sehr un°;ezwan^eD ergiebt, für sich allein zu be- 
handeln. Man aiclit daraus, dass es in der Theorie bestimmter Id- 
tegrale wesentlich darauf ankummt, den in Rede stehenden Inte- 
gralen möglichst viele, von einander unabhängige und beliebige 
Constanten zu verschaflen, deren Variatioa neue Formen hervor- 
bringt, welche oft leichter zu behandefn sind. 



vn. 

1 Elementare Bestimmung des Schwerpunkts des 
sphiiriscUen Dreiecks. 

Nach zwei Aufsätzen der Herren Giulio and Besge in 

dem JournnI de Malheinntiqucs pures et appliquees, 

public par J. Liouviile frei bearbeitet 



dem Herausgeber. 



lanDteo Journal T. VU. {j. 59. hat Herr Ferriot, 
re de TAcadämie de Grenoble, eine ganz eleinen- 
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tare Bestimmung des Scliwer|iuDkts des sphärischen Dreieck« ta 

f;ebcu versurlit, nelclie jedocli oach unserer Ueberzeugnog als töU 
ig veruDglückt zu lietracliteo iaf. Auf das L'iigeDügeDde dieser 
vaa Ferriot aogcwandten Alethude Lat io demsclbea Jaaroal 
T. VII. |i. 516. zuerst Herr Hesse oufiiK^rksoni gemncht, uuü n 
gleicL bemerkt, daBS T. IV. p. 3S6. üerr Giulio, Professeur 
PUoiverBit^ de Turin, die BeBtimmung des Sc]iwer|iuokts des s|ibii- 
riscbeo Dreiecks. auf einem von ibm mit Hiilfe der Integralrecb- 
DUDg bewieseDen Satz gegründet bube, dass sieb aber dieser Snti 
auch scbr leicbt uod einfncli bloss mitielst ganz elementarer Hülfs- 
mittel beweisen lasse, und dass auf diese Weise mit Beibebaltnog 
der übrigen von Herrn Giulio nngewandlcn Betracbtungen eint 
völlig elementare Bestimmung des Schwerpunkts des spüärischen 
Dreiecks gewonnen werden Itönue. Diese nach unserer Ansicht 
die Belichtung der Lehrer der Matbeinulik recht sehr rerdieoenden 
Untersuchungen der Herren Giulio und Besge auf ganz elemen- 
tore Weise darzustellen, ist der Zweck des vurlirgenden Aufüatie», 
wobei wir übrigens nic)it unterlassen wollen zu beraerksn, dass dio 
erwähnte Abhandlung des Herru Giulio noch mehrere andere sehr 
bemerk eosTverthe und ziemlich allgemeine Sätze enthält. 

IL 

Man denke sich ein unendlich kleines Element E einer nil 
den Halbmesser r beschriebenen Kugellläclje, und die Ebene eiaei 
gröasten Kreises der enlsprcchcnden Kugel, welche wir im FoJ- 
genden die MotncDtenebene ocnneD ^olleo. 

Die Kntfernung des Blementa E von der Momentehenc sei j, 
so ist E^ das Moment des Klfnients E in Bezug auf die anEi- 
nommene Alomcnteoebene. Bezeichnet aber t den NeiguogswiD«! 
der durch das Element E gelegten BerührungsebeDc der Kogti 
gegen die IMomenteuebene, so erhellet leicht, dass g^r cos '■ 
und folglich das Moment , 

Eq = Er cos i 

ist. Nun ist aber nach einem sehr bekiinnlen Satze E cos i der 
PlücheoiDhall: E der Prnjeclion des Elements E auf der Momeo- 
tenebene; also ist das Mumeut 

Eq=Er. 

Ist jetzt F ein beliebiges ganz auf einer Seile der Monenteo- 
ebene liegendes Stuck dpr Kugclillicbe, so denke man sich dasselh 
io unendlich viele unendlich kleine Kiemente 

E, Z?,, £„ B, E^ 

zerlegt, deren Projeclionen auf der lUooienlencbede respectiTS 

E, E',, £'„ E„ E„i 

pd deren Butfernungen von der Momentenebene respeclivn 

9. ?.. 9n ?., qn 



7? 

I nacli di'in Vorlit^rg'elieaüeii 



e, und es ist tilao aacli di-ii bekannten Lehren der Sta- 
Q die BnlfernuDg des Sc!iwer|iunku des Hphäriscbeu 



istücks F vuti dl 



MiimeatenebcDC bezeichnet, 



FQ=:{E'-{-E,-^e^-\-E,^ + Rn)r. 



und folglich nach dem Vorhergehenden 
FQ = Fr 






F : F = 



■■ Q, 



tiivoriiUB sich ein leicht in Worten ansziis[irechender Satz ergiebt. 
L Absichtlich haben wir bei dem Beweise dieses Salzes die obige 
%iliz einfache Darstellung gewählt, bemerken aber, dass sich die- 
selbe anch laicht durch eine (■räDzenbetrachtung zu grösserer 
Strenge erheben Iiissen würde. 

Vun diesem Nalze kann nun die folgende Anwendung auf die 
" Bestimmung des Schwerpunkts eines spharisclien Dreiecks gemacht 
[ werden, wobei wir wie gewühnlich In der Bphariachen Trigonome- 
■Irie annehmen, ilass keine Seite und kein Winkel dieses sphäri- 
■ icben Dreiecks grosser als ISO" ist. 



III. 

Den Mittelpunkt der mit dem Halbmesser r beschriebeuen Ku- 

I wollen wir im Folgenden durch bezeichnen. Ein auf deren 

lierQache liegendes sphärisches Ureierk sei ABC. Die Winkel 

sphärischen Dreiecks werden wie gewöhnlich durch ji, B, 

', und deren Gegenseilen durch a, b, c bezeichnet. Sein Pläcben- 

■■ sei A» ""'' An. Ai' Ac seien die Flächen räume seiner Pro- 

m auf den Ebenen d<'r Seiten 0, &, c, d. i. auf den Ebenen 

r Winkel BOC, AOC, AOB. «ind nun X„, X^, X, die Ent- 

^en des Schwerpunkts dieses sphärischen Dreiecks rnn den 

der Seiten a, b, c, d. i. von den Ebenen der Winkel 

^BOC, AOC, AOB; SU haben wir nach dem in II. bewiesenen 

■llgcmeiDeii Satze die drei fulgenden Gleichungen: 



1) X- = 



Xi = r 



X, = r 
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WetiD die Seiten a, 6, c Hämmllicli io Graden nussedrUckt iiBd, 
10 «rhält men die ElächeDränme der SectoreD BOC, AOC, jIOB 
durcli die folgenden Gleichungen: 



BOC. cos B und BOC . cos C 

die, jennclideni die Winkel B, C kleiner oder grösser nls 90* 
sind, positiv oder negotiv genommenen I'rojectionen des Seelan 
BOC auf dfn ELenen der Sectoren AOB und AOC. Ebn 
80 sind 

AOC . cos A und AOC. cQs C 

die. jensciidem die Winkel A, C kleiner oder griisier nls 90<> sind, 
poiidv oder negativ genommenen Projeclionen des Sectors AOC 
auf den Elieneo der Sectoren AOB und BOC. Undücb slod 
dieselbe WeUe 



AOB. 



ind ^ ÖS. cos B 



die, jenacljdem die Winkel A, B kleiner oder grösser als dO* 
sind, positiv oder negativ genommenen Projeclioncu des SecloD 
AOB nut' den Ebenen der Sectoren AOC waA. BOC, 



Hieruus und f 
ger Allgemeinheit 



2J erhellet i 



t:,a = BOC~AOC.t.^ 
t^L — AOC—AOB.c 
l\„ = AOB—BOC.c 



scLr leicht, dass in vSlIi- 

-AOB .ca% B, 
-BOC. cos C, 
-AOC. caa A; 



'A' = 3CÖ ('= 



Weil nun, wenn nnel die Winkel A, B, C sämmtlich in G*!, 
den ausgedrückt sind, nach einem bekannten Satze von dem fip^'l 



rischen Dreiecke 



4)A=ig5M+'0+c-iso) 



ist; RO iit nacb 1), 3} und 4): 



a 


-A CO 


C- 


C COB 


B 


b 


A^ß + C 

— C <-os ^ — 


-180 


C 


c 


A + b 


-i-C 
B- 


— 180 

b tos 


A 




IV. 

Wir wollen jetzt den Mittelpunkt der Kugel als den Ad- 
fanfl^ eines rechtwinktig'en CoordianteoBjateros der xyx, die Ebene 
des Sectors AOB als BLene der xy, und den Halbmesser OA als 
den positiven Tlieil der Axe der a: annebmen. Der positive Tlieil 
der Axe der y sali auf dersellien Seite der Axe der a: liefen, auf 
■welcber der Punkt B liegt, und der positive Tbeil der Ase der b 
soll auf derselben Seite der Ebene der a:y liefen, auf welcher der 
Punkt C licKt. 

Dies voraw»{reset7t ist nun zuvörderst ofTenbar, wenn x, y, % 
die Coordinaten des Scbwcrpunkls des spbärischen Dreiecks in Be- 
zu^ auf das ung'enommene System bezeichucn, 



alsi 



s=ir. 



a=T„- 



-a ros B — b c 



J + Ä + C— 180 * 
kt man sicli aber von dem Schwerpunkte des spbÜTiscben Drei> 
"ecks auf die Axe der x ein Perpendikel gefällt, bczeicbnet dieses 
Perpendikel durch ^, und den von demselben mit der Ebene der 
ssy eingescblosscncn , nach der Seite von B hin liegenden, 180° 
oicbt ü hersteigenden Winkel durcb 91; so erbellet mittelst einer 
ganz einfacben geometrischen BetrachtuDg, dass in völliger Allge- 
meinheit 

Xi = e sin {A — 5p), Xb = P sin y 
und 

Xc = y tang 9 



ist. Also iit 



n{A-,f ) 



id folglich nach dem Vorhergehenden, wenn man nämlicb in die- 
T GloichuDg 1 ■ ■ ^ !■■ ^r """ ""•'■' ■''"' '"^ 



I für Xi und X, ihre aus 5) bekaonteD Werthc «ia, 



NuD ist aber nacli hekonnlen Fortnelo der sjib arischen Tri^ononclrie 



Alio ist nach der 



Vorli erhellen den 
6 sin A - 



v=h 



a ros c sin / 



-180" 



Mun nehme jetzt als den Anfanp; eines neuen reclitwinkli- 
cen CoordiDiitensystems der x y' a' un. Die Ebene des Sfclon 
JOB sei wieder die Ebene der x'y', und der Halliraesicr OB Mi 
der pnsilive Tlieil der Axc der x'. Der positive Theil der Axt 
der »/ werde so angenommen, dass er mit dem Punkte A nicbl 
auf einer Seite der Axe der x' liegt, und der positive Theü der 
Axe der s' liege auf derselben Seite der Ebene der x'^, auf wel- 
cher der Punkt C liegt; so ist, wenn af. y*, s' die Coordinatn 
des Schwerpunkts des sphärisclicn Dreiecks ABC in dieaem Sy- 
steme sind, nach dem Vorlicrgehenden offenbar 



^-f-if-f-f— 180 



Nach der Lehre 
völliger Allgem 



I der Verwandlung der Coordinatea ist aber ii 



y=af sin c-\-^ cas e 
folgliclii wenn mon xf eliminirt, 




Ist ABC ciii gleidiBchenkligeB spbäriaches Dreieck und m: 
also aacb A = B, ho nehme man den HalbmeBaer der Kugel, wel- 
cher die Seite c lialbirt, als Aea [lositiven Tlieil der Axe der x. 
die Ebene der Seite c als Ebene der mi/, und den positiven Theil 
der Ase der s auf derselben Seite dieser Bbcne an. aaf welcher 
der Punkt C liegt. Dann ist nach den Formeln K) und bekannln 
Ei ementara ätzen der Lehre vom Schwerpunkte 

j fl sin jg sin jI 



Asin V^s 


a B 


2B + d~ 


180 


c — U 


OS h 



= 90 ist auch Az=B^9(), und folglich nach 9) 



weil nämlich der Wiakel C in diesem Falle von der Seite e ge- 
menen wird, also, da alle Seiten und Winkel in Graden «ugt- 
drückt sind, C^e ist. 



vin. 

Geometrische Aufgabe. 

Von 

dem Herausgeber. 



Man soll, wenn ADB in Taf. I. Fig. 8. eine aus den 
Mittelpunkte C über der grossen Axe AB mit der klei< 
neu Hftlbaxe Cß beschriebene halbe Ellipse iBt, d«t 
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Punkt B in dieser Ellipse eine solclie Lage bat, da 
die beiden von E nach den Endpunkten A und JO d 
groHHen und kleinen Axe gezogenen Sehnen AE ui 
DE fficicbe Länge lisben, und der Winkel ACE, unt 
welchem der nach dem Punkte B gezogene Radius Ve 
tor CB gegen die grosse Halhaxe CA^ \ 



Axe 



gegen die grosse Ualbaxe VA geneigt ist, als 
betrachtet wird, das Verhältnias «Ter beiden 

i Qalbaxe der Ellipse bezeichne man wie 
ffewoDDiicn aurcn a una d, den gegebenen Winkel ACE durch o>. 
Von E fälle man auf die grosse Axe AB das Perpendikel BF, 
und setze CF^a;, EF^=j/; so ist 

AB' = (ä — «)' + y', BE^ = :r' 4- (y — *)', 

und folglich, weil nach der Voranssetzung j1E= BE iet, 

(a; — «)* ■+ y' ^ ^' -f- (y — *)», 



» — 2arar = 



-a% 






1) o'— Ä' =2iax — 6t/) 
ergiebt. Nach der Theorie der l^llipsc bat man ferner 

')?+!;='.. . , ;• 

und in dem Dreiecke CEF ist 

Z) ys^x tang (u. 

y in die Gleichungen I) uud 2) 



■ du 

I _ 

^p -^ — 4' + o' tang 

^Bworaus sich die Gleichung 
IB ■ia'Ä'fa — * tang tu) 

= {«' — 1^')'' (Ä« + «' taug m% 

i. und folglich, wenn man auf beiden Seiteo durch 6° dividirt, die 
_ Gleichung 



»* — fi* = 2(a — A tang a)x, 

wie man leicht findet, 

g' — i' (a' — 6') CO« ü 

2(«— i ung Ol) ~~ 



2<« cos M-isü 
O'Ä' cos Ol» 


KU)' 


«'.in.'+Ä'c, 


3S Bt> 
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I der Kürze wegen 

setzt, die Gleichut 

5) 4«=(« — tnog (ü)' =: {w' — I)* (1 + «' lang w*) 

ergiebt. Butwickelt raan diese Gleichung gehörig, so bringt um 
sie leicht auf die folgende Form; 

6) tHDg (ü' .„•— (3 + 2 lang tu») «• j _^ 

+ Slang w . b' — (2 + Slang w') «' + 1 i 
oder auf die Form 

7) «• — (2H-3cot o»') «• j _ 

+ 8col w . «' — (3 -I- 2cot w') «* + cot u>' l ' 

welcheB eine GleithuDg des sechsten Gradea ist, in der das cneiK 
Glied and auch das die erste Potenz der unhekanniea Grösae ■ 
enthaitende vorletzte Glied fehlt. 

Die vorher aufgelöste Aufgabe hat Analogie zu einer andern 
Aufgabe, mit deren Hülfe man in der pbysisciien Geographie oder 
Meteorologie die scheinbare Gealalt des Himmels zu bestimaCD 
pflegt, worüber man mit Mehrerem Lehrbuch der Aleteorolo- 
gie von U F. liänilz. ThI. Nl. Halle. 1836. S. 45 Dachseheo 
kann. Diese Aufgabe ist folgende; 

In Taf. I. Fig. 9. sei ADB ein Kreisabschnitt, dei 
nicht grösser als der Halbkreis ist Der Mittel|iuakt 
■ ■' , welch. ■ " ■ • ■ " ■ '- 



Baibmi 
abscbn 



■ OD i 



ehe auf de 



nkre. 



;ht. 



B ^ö dieses Kr 
an nun den Win 



Den Winkel ACE hezeichnt 



des Kreises bezeichne mau durch t 



OD das Perpendikel EF. Den HolbmeMet 



OF = x, EF~y; OC=^x„ ACi=y,% 



' + (3' — y,)*, /)£'=(r 
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und folglich, weil nack der Bedingung der Au^äbe jiE*=:DE* ist, 

woraus man nach gehöriger Entwickelung mit Hülfe von 8)r die 
Gleichung 

9) ra:t=za:a:^ +'yyi 
erhält. Endlich hat man noch die Gleichung 

10) y=,(as — or,) cot w. 

« 

Setzt man nun 

CD 



flo ist 



ÄC~^' 



11) — - — ^ = i# oder r — ae.trzy.u. 



Aug der Gleichung 9) folgt 

(r — ;rj ^ = yy, oder ^~^ = J» 
ilso wegen 11) 

«od daher nach 10) 

a?u=i{a: — ^,) cot w, 
woraus sich 

I3)a? = i ^T ♦ 

/ 1 — ff tang w' 

•lio nach 12) ' 

' , 14) y = --^iii 

' ^ 1 - — u tang Ol 

ergiebt. Führt man diese Ausdrücke von a? und y in die erste der 
Gleichungen 8) ein, so erhält man 

r — ^i • (|_^ tang w)" 
also 

15) (^)«= (^)» . ,, * + "• ,. . 
Aus der Gleichung 11) folgt 

nnd es ist also nach der zweiten der Gleichungen 8) 





^,>-J-y,'=:;*., 


-♦-a 


.r,y 


» + y.'« 


■a 


woraus 


sieb leicbt 










n 


ergiebt 


Weil nuD 


nach 11) 


= - 


2« 




1 












T 

Vi 


Xi 

y. ' 


alsn 


T.~ 


="+p; 


1 


ist, BO 


ist nach 16) 


"'^ 


= . 


2« 




i 


Führt 
. eiD, so 


man duu ai 
erhält man 


Ausdrücke 


16) 


DDd 


17) in dii 


CLeichn 




(H-«>)» (1- 


«')= 




!+.■ 





4«' ■ (1— M rang »)" 
also 

18) (1 -f- «») (1 - « taug w)' = (1 - «>)^ 
Nach gehöriger Eotmckeluug erhält mau aus dieser Gleichu^l 
19) = (1— tang w')m 
+ 2toDg «i.w» 
— (3 + taiig w') - « 
-1-2 lang cu, 

oder, weil bekapntlich 

atans t 



20) ti' -»- taug 2(u . »' 
Auch ist 



S-i-tang u 



* — tan^ lu» 



4 

- taug "Jw = %. 



3-t- tang 0)' 3cas u* + sin oi" 1 -|- 2coa h 

I — tang 0)' cos W — sin u» cdb 3(u 



Aber bekanatlicli 



2cos <u* ^ I H- cos 'iiu. 



■md folglicli 



3 4- laug ot' 2-4 



1 Hori- 



21) «' + tang 2(u . t(> — (1 4- 2aec äu)» + tang ioi = 

darstellen. 

Die von Kämtz a. a. 0. goas Dach Kästner (SmUli's 

Lehrbesriff der Optik, 8. 56) gegebene iluQüsaDg ist von der 

vorberg'euendeD verschieden, indem bei derselben das Verhältnias 

» nicht unmittelbar geHucht wird. 

Bine Wolke, die sich in einer Höhe von 23» über dei] 
iDDte befindet, scheint nach Smith das scheinbare Uimmelg^cwölhe 
w halbiren. Für diesen Werlh von w erf^iebt sich nach Ikäintz 
a.a.O. nähe h = 0,3. Die scheinbare EutfernuDg des Zentths 
vom Beobachter befrHgt also nur nngeführ 0,3 iler Botfcmung des 
Hnrizonfs vom Benbncliter. 

Es scheint mir, daas von den in diesem Aufsatze bebandelten 
Aufgaben ein ziv eck massiger Gebrauch beim L'uterricbte gemacht 
werden kann. Die Schüler können auch zur eignen Beobachtung 
dei scheinbaren lümmelsgenölbes angeleitet werden. 



IX. 

teber das iiidepenilente Fortschrei tun gsgesetz 
lier numeriscben Coeffieieiiten iu der Eutwicke- 
lung der liOliere n Differentiale der Function 
y:=Va^ — A'^a;^, und über zwei Eigenschaf- 
ten der Kegelfliiche zweiten Grades. 



Herru Doctur A. R. Lucht erhandt 

KU Königsberg i. il. N. 



1. 

Abs inJependeute Furtschrei tuugsgesctz der uumcri- 
■cUn Coefficienten in der Eptwickelung der hö heren 
Differentiale der Function j/ = \/a' — i'^x'. 
Im dritten Theile des Archivs S. 243 and 247 hat flerr Pro- 




enttrickelt , aus i 

ableiten wollen. 

Auge, so sjebt mno buld, nncli welchem Gesetz ste j^ebitilct wei 

den, deDO da 

Jo = J„ = 1, ^„ = Ji« = 3 . 1. J^ = j„ — 45 = 

A„ =: J„ = L575 = 7.5' .'S' 

h(it, so schlieast man, Hnsa allgemein 

J"„ — (2»— 1) (2« — 3)' (2» — 5)' 7' . 5'.,V.Hl 

!^'=(2« + l) (2«-l)> (2« -3)' 7' ,5'. 3'.« 

sein werde. Die Gültigkeit dieser Ausdrücke ungenoromea , erU 
man oun leicht durch successivc Anwendung der RecuraioDsfo 
mein (1) und (2) für die fol^eoden CoefficienteD die Wertlie 



^ 



>f 


.»^» 


>f 


'>» 


>« 


>» 


.v» 


' II 


11 


II. ~ 


11 i 


11 


il 


l 


-1^ 

• 

% 


• 


• 


1 


8 


1 


1 


T 
1 


1 


1 


1 


1 - 


1 


1 


\ 


1. 


1 


1» 


w 


M 


'**' 


w^ 


tmä 


^A 


/ 1 


«> 




10. 


-, 1 -* 


^mt^ 


. 


^^ 




/•"N 


d- - 


f0 


M' 


t» 


s 


^^ 


9 


^* 


T 


T 


^ 


l: 


8 
1 


1 


? 


1 


1 


1 




1 

3 


>s 


1 


t9 


id 


to 




•• 


^ 


*^ 








^"'> 




^ 


• h . 


M 


M 


*t 


d - 


T- 




^^^ 


• 


• 


• 


1 


^ 


t0 


• 


• 


• 


1 


1 


8 


8 


• 


• 


• 


CO 


1 

CO 


.1 


1 


T 


■» 


T 


M 


^— ^-;- 


H "^ 


CO 


1 


1 


1 


T 


sr 


**^ 


w 


1 ^*^ 


W 


w- 


1 


'^ 


^ 

$ 


'S 


' t» 


w 


«• 


iti- 


8/ 
1 


1 


• a 


<^^ 


<— »» 


,^m^ 


*"•*' 




1 


1 


1 


1 


1 


1« 


1 


CO' 


1 

3 • 


<^ 


3 


w 


10 

9 




?. 


ü 

• 
• 


(0 


to 


10 


1 


1 


1 


• 


Ö^ 


d 


8 


1 


1 


1 


• 


'S 


? 


® 

d 


■^■ 


CO 






J^ 


1^ 


1 


? 

1 


? 


• 
• 


■ 
• 

CP« 

1* 

• 


^-s 


'Ä 


^,_^ 


CO 


1 




CO 


tö 


1^. 


(0 


*« M ^ 


■ 




M 


^ 


s 


^^^ 

a 


w 


w 


• 


<• 


1 


1 


1 


'^ 




• 




; 


CO 


CO 


CO 


^ 


• 


• 


r 


^■^ 


Sm^ 




1 


• 


CO 




M 


t» 


M 


1 


• 


w 




^«-^ 


>«^ 


^^.^ 


S ■ 


^ 






&9 




s? 


•• 


• 






1 


1 


,1 


• 










'S 

f0 


w 


1 

'S 


'S- 




' 




■ 

• 
• 


• 

• 


• 

• 


• 








• 


• 




• 

CJ? 






/ 


9^ 


^^ 


^^ 


>« 








CJ« 


CO 


M 










w 


M 


• 


t 


• 


1 




• 


• 


0> 










^^ 


^^ 


9 










CO 


*^ 


-4 










» • 


• 


\* 




r 






^^ 


^ 




• 









N 



CO 



CO 



\. 



90 

H >f .H H '-M H H 



I s ^ ^ ^ 



s + 



I i 



I i 



+ t 5 



+ '. 



I I 



Das BilduD^s^eselz s|iricbt sich 
Bestimmtlieit m diesen Aiisdrücki 
Heiben uuf 



och nicht mit vollkummi 
man wird aber durch il 
Recursionsfonnelo geführt, die dann rückwi 
ßeseti der indepcndeuteu Ableitung der Toef&cienteD lieft 



* 



\ 



n 

Aus der Cntwickelnng der QuotTeiiten je zweier wf einander fol- 
gender Coefficienten ergiebt sich nämlich 

A —2 ^(^--^> ? 

^, = *. ■ 2". 8 — "— -«1. 

* — • 4.7 . »' 

-«» — *• 575 — ^ ■««» 

*•_ (n-g)(»-^t) «r 
"*•—*• TTTi ^ ^•» 

*•_- («»-6) (»-7) •• 



wonach aHgemciii 



^P — '• p(2)»-l) ^'' • 



sein würde, und 



-«I — ^ . 1,3 "^o> 
*J,+1_„ (W-l)(l»-2) *'+t 

^» — * • »TTl ♦■ 

^• — *• — TTii ^^ 

I 

^L-o (^~6)(ft-~7) y 
^'— ^* 7TI5 ^•' 

wonach allgemein 

^P — f^^ p(2;9+l) ''"■* 

wäre. 

Suhstitoirt man nun nach und nach für A^^ A^ n. s. w. ihre 
Werthe, so hat ipan 
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und 



3» _ n(n^l)Un-2) *• 
^a-^-* • 1.2,1.3 ^*»' 

^» — ^ • 1. 2. S. 1.3.5 •*» 

^_ n(n^l)M^--2)Mi»~3 ) «(^~4) J» 

^4 — -6 • 1.2.3.4,1.3.5.7 ^., M. 8. w 

^+i_ if(ii~i)»(ji-2) y 

^» — ^ • 1.2.3.5 »' 

^1^^, n(n -^ 1)» (gt -> 2)> (n - 3) y 
^» • 1.2.3,1.5.7 ^*»' 

J^i_ ^(^~1)» (if~2)» (^-3)» (if-4) ayi 

^^ _ 4 . 1.2,3.4.3.5.7.9 ^p, u. B. w. 

Nach dem Bildiiiig3gesetz , das hier gaDx uDzweideatig hervortritt 
würde man nun allgemein 
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f 

erbalten. Um dud an ceigen, dtts (liMen Formeln allgemeine GiiU 
tigkeit zukomme, wollen wir nacbwrisen, dass dieselben, wenn sie 
von \äo bis jip ricbttg sitid, aucb nocb für ^p+i stattfinden. 
Setzen wir zu dein Zwecke in die nacb (1) stattfindende Formel 

2M+1 '2i» 

tiir j^p nnd ^^^ ibre voranstebenden Wertbe und reduciren, so er- 
giebt sieb 
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H 
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Wenn man ebenso in die Dach (2) gültige Formel , ' 



, "8»— 1 a» a»— ». 

{%p -\- 3)^^4.1 = Apj^x _ j4» — 2(;, -H 2)1^;, 

die Wertbe. von ^;9-hi und Ap einsetzt und in dem hervorgeheD> 
den Ausdrucke m + 1 mit n vertauscht, so erhält man 



' 



\ - 



/ . 



i . 
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^ 


Die Ausdrücke (5) und 


(6) 


Bind aber in p + 1 so «jj 


wie die ent^precbcodeD (3) 


und 


0) 


in 0, und hiernach wn 


aufgestellfe Bildungsgesetz r 


icbti. 


X. wenn wir nur noch die A 


Vornusseuunp, die wir ud 


s bisher 


erlaubt haben, als xm 


nncbweiscn kÜnoeD. Dieselb 


e betraf aber das BilduDKafr^Be« 


CnefGcienten A„, mit deren 1 


Hülfe wi 


r die anderen ableitetea.„ 


können uns aber von der Rieht 




CoefTicienteB A„ auf folireDd 


e Weise 


v erste wissern. Die CoefE 










L ten ^„—1 und Ä„—i lassen i 


äicb 


Dämlich, ohne ouf die CocfC 


p ten Jla zuriickiugeLen, uumi 


ittelt 


lar 1 


■US den Recursionsformelil 


l leiten, denn nach denselben . 


bat 1 
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' 1 


^^^^ft Setzt man aber in den obig« 


Sn+1 1 

in Werth vod Aj, die Zahl p^ä 



so erliätt 
einBlimmui 



1 ebcD eiitwickcItcD Ausdruck. Aue 



Wert^es. 
Ipfeu liicrai 



der CoefficienCen i 
tiale. Aütlirt mui 
GleicliuDgeu (3), a 

In te 3» 

A„~\-A,-^A:,-\-.. 

und 



der Rntivickeli 

oämlicb die GleJcliungen (1) 
erhält mau 

.-\-A„. 



kung über ilie Summe 

iliiedenen DilTeren- 

benso die 



= {4«— 3) [^„4-^,+ +^„. 



2A = (2« 



d 



Zwei Eigetisctiaften der Kegelfläche zweiten Grailee 



Die allgemeiae Gieicbuog di 
a Spitze im Aufangspuokte de 
li folgende: 



r Kcgelfläcbe zweiten Grades, de- 
' Coordioalen liegt, ist bekannt- 



Ax* + A'y' H- A"x'' ■+- 'i.By% ~\- IB'xn + 



= 0. . 



(l) 



\ 

1 



r legen eia rechtwinkliges Cuordmetenayslem zu Grunde und 
Heu die CoefGcieDteu der Gleicijuug (1) durch die Bedingung 
limmeu, dass die Kegelfiäcbe durcb die drei Äsen und die bei- 
1 Geraden geht, denen die Gleichungen 



(ä). 



(3) 



angehören. Setzt mal 
DnrchscIinittBCurve dei 
(rhslten. 



nun in (1) jb^O, um die Gleichung der 
Kegels mit der Co ordinalen ebene {xy) zu 
ergiebt sich die Gleichung 



^jr» + J>' + 2Ä",3?y = 0, (4) 



<lie sieb, WB^en der Natur der Keg;elßiLc]iFM, im Allp;ei 
zwei reelle l^uctareii ' vmn ersten Griiilc zerlegen lassen 
unserem bcsundertD Pnlle aiillcn silier die Axeii der x uud y d 
Durcliscliniltsliniuti eein; diesen Axen cnts|ircciii-u iiber rc^^iiective 
die (ileicliungcn .y=:0 uml ^^0, so wie ilirem SjHteine die 
Gleichuug 

a:,j^^ (5) 



diiss 



zugeLört. Mao sieht ol , 
(.ienten A uod ^' = wirdeu 
dvr Axen der x Und y dorstel 
aucli A'' verseil witi de 11 mnss, 
einfachere Form 



in der Gleicliunfr (4) die Cnef 
üsaen, wenn dieselbe du Sy^ 
L soll. Elieo SU zeigt man, du 
A folglicb die CleichuDg (1) die 






Annimmt. 



Äjra + Ä'ara + ffVy^O (6) 

' ilcstiinmung der ilrci CuefQci< 
lungen (2) und (3). Du die dur<:l. dieselbe 
fon Geniden ganz in der Kegclfläclie (6) liegen sollfi 
die Gleieliung (6) idcntiscli werden, wenn man dnrin die WeNie 
von -^, -^ uus (2) nod (3) suLstituirt. Dies liefert die Hediii- 
gungsglcicbUDgen 

l,ß + aB'-\-a/jB" = I 

aus denen sicli 






f 



h^oBs iilso die Glcicliung (8) iti die folgende 

aa'a"ys + bl/Vsex + a:y = (11) 

berg;eLt. Uezeicliiiet diud duu den Wertli, welclieii die linke Srite 
icBcr GleicLiiug durch Sulistilulioo der aus (9) gf/ogooen Werlbe 
und y aimlmmt, mit S^ ao wird 



= »»«'■Ä"(oa' + bb' + 1), 
die erste der Gleicliuugcn (10) 

iclie (U). 



d. h. »ucli die Gerade (()] lie^t uuf der Ke^el 
liülten dies Krgehniss aucli daraus nbleiten köiiuen , tluss aie bfei- 
eliung (II) iu Itezicliung nuf die Cniistanten der Gleichungen (2), 
(3) und (») syrometriscli isl. Wir Ijabcn ahn fulgeades Theu- 
rem licwiesen: 

l>enk[ mnn sich im Räume irgend zwei rechtwinklige 
Coordiniitensyütetiic um einen nud denselben Anfangs- 



1^ 



r Ke 



■.Iflücbe 



lite 



B. 



ollen nun wieder von der allgemeinen Gleichung der 
Placlien zweiler Ordnung, die einen Mittelpuukt bnlicn, uustielien, 
indem wir uns den Anfungsimnkt der Coordinnteit in den MUtel- 
>iiBkt gelegt denken, ülau v<iii ])cr Gleichung 



■-f-^'ji»-t--4"a' 



h2Äj,jsH 



:-2ö''y^ = 



(12) 



_d zuDäclist zu ihrer Specialieirung die Bedingung 
Sitielbe eine Kegelfläcbe d.irstell«, welche die drei Oonrdin 
ebenen berührt. b)s muss sich also für die gemein schaff liclieu 
Punkte dieser lübenen mit denen der Kogelflüche eine lineare 
Gleichung ergchen. Verbinden wir nun die Gleichung der Courdi- 
mteneheue der (ys), nämlich die Gleichung ^=0, "mit der Glei- 
cbang (12), au erhalten wir die Gleichung 

A'y^ -H A"x* -4- 2Äya = 0. 

Soll dieaelfie, wie in unserem Falle verlangt wird, eine Gerade, 
oder vielmehr zwei zusammenfallende Gerade darstellen, so mnaa 
bekanntlich zwischen den Coefiicienteu die Relation 



Btatliindcn. Auf ähnliche Weise erhält innu aus den Itedingungen, 
iIbu die Kegelfläche die beiden Jinderen Cuordinaienebcnen be- 
liihre, die Relationen 




ä 



aDnimml:, Aber welche Combinntion der Zciclieii Ut zu wälilen? 
ZuDäclist ei'liellt, <la89 ^, A', A" alle von demselbea Zeicbeo sein 
müssen; nehmeD wir nUD an, dieselben seien positiv, sn musa man 
in den drei letzten Gliedern das negative Zeichen nehmen, weil 
bei jeder anderen Zusammenstellung die Gleichung (13) sich in 
ein Product zweier linearen t'actoreii zerlegen Hesse, und dieselbe 
dann alsu keine Kegeliläcbc, sondern ein System zweier Ehenea 
darstellen würde. IHernach wird nun unsere Gleicbung, wenn wir 
noch statt der Constanten A, A', A" ihre Uuadrato einführen, fol- 
gende sein: 

A-'a:-'-\-A''fj-'-^A"'%-'—'i.AAa:y~^AA"^s—1A'A'yx=Q. (14) 

Zar vollständigen Bestimmung der Kegelfläche fügen wir die fer- 
nere Bedingung hinzu, dass die beiden Ebenen, deren Gleichungen 

»iT -+• Äy 4- es ^ 0, (15) 

a,.» + ^,S'+c,s = (16) 

sind, den Kegel berühren. Eliminiren wir ous den Gleichung* 
(l-i) und (15) die Vurinhie a:, so erhalten wir für die Projectifl 
des Durchschnitts auf die Ebene der (yx) die Gleichung 

y*(bA -H aAy + 2y3(Äc.rf' + acJA' + abAA" — a*A'A") 
^ -i-ä.'icA + aA'')': 

Soll dieselbe nun eise einzige Gerade daratelleu — also die E 
(15) eine Tangcnteoebene sein — so muss 

icA^ + acAA' + abAA" — a'A'A" -. 

sein; das oherc Zeichen rechts ist ni 
kouint dadurch auf die Bedingungsgleicbung 



(_&A-t-aA-) (C.4+«. 
gebrauchen , denn ■ 



welche «'^0 geben 
ist. Mit Benutzung d 
die Relstion 



I AllgcDeiiieu nicht zuläuig 
hcns erhalten wir dagegen 



Äc^ + «c-4' + «iJ" = (17) 



Lud auf ähnliche' Weise die ander 



l>,c,A+a,c,A' + at6,A" = 0. (18) 

KItminirt man jetzt aus den Gleichungen (14), (17) und (18) i 
Grössen A, A', A", so ergiebt sich 
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a,'^6c,—6,c)*a!'■^-&'6,*(a^c—ac^)''l/'-^-e^c,'^ai'^- 
—266,cc,(a6,—a,i') (a.c— «c,)ya z=0 



(>9) 



Nebmea wir Dim an, ilass die beidei 
eiDaiider oad qucIi auf der t^beDe 



Ebenen (15) und (16) auf 



senkrecbt stebeo, d. b. 



' + Ä,y + c.s = (20) 

machen wir die Bedingung, dass 

, +Ä«, -f-cc, ^0,1 

. + ^i,+cc,=0,[ (21) 



lei, so läast sich die Gleichung (19) uoter einer 
darstellen. Setzen wir nocli, was erlaubt ist, c 
M erhalteo wir aus (21) 

6—6, c, it,—. 



eleganteren Foi 



ic,— fi.c _1_ 

e — c, — i,' c, — c — i, 

und hiernach für die Gleichung (19) die folgende 

h4'Ä,'Äj*y* -4- «'(;,*(;, *ai* — 2W|Ä,;ry — 2cc,c,ir» 

Da dieselbe in Beziehnng auf 6, A,, £,, c, c,, c, symmetrisch ist, 
80 steht die durch sie ausgedrückte Ken^elSädie zu deu drei Ebe- 
nen (15), (16) und C^O) in dcrseibeu Beziehung, d. h. sie berührt 
^aie alle drei. Wir sind also zu dem Natze gekommen : 

Denkt man sich im Räume irgend zwei rechtwink- 
um einen und denaelben An- 
fangspunkt, an berühren die sechs Coordinntcuebenen 
-Memal irgend eine Kegelfläche zweiten Grades. 

Vergl. Slteiner: Die Abhängigkeit geometriscber Gestalten. 




X. 

Beweis der Gleicliong 
^'- -.(l-^')-t _, 



1 



-=(-l)'-i.l.3.Si...(2/-l)- 



für 2;^ cos :v. 

Nacb einem Aufsätze des Herreu Liouville frei 
■ bearbeitet 



dem Hernnsgeber. 



Die oliiue liüclist merkwürdige GleicIiUDg ist bekannllicb i 
Jacob; ge^ndcn und in Crelle's JouroiU. ThI. XV, S. 3. 1 
erat mitgelheilt unil bewiesen worden. In seinem Journal T. I 
p. 69. bat Liouville zwei neue Beweise für dieselbe ^^eb 
von denen mir lieaondera der zweite bemerkenswertb zu b 
scbeint, den icb diibcf, aber nuf eine andere Art ditrgestfillt, 
Folgenden mltllieilen werde. 

Der Kürze wegen wollen wir 



1) ©,= 



.(l-:.-)^! 



Betzen. fVeil i 



(1-. •).+! = 
man nacU der 



r DilTerentialrecbnitug bckar 



alle Sdiwic 



igheit die Gleichung 
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-*(•-'> -d^^ • 

Weil DUO aber offenbar ^ 

d%*—^ t/ 1 <3fe«^i 

ist, 80 lässt sieb mittelst der ojiieii eiogefübrten Symbole die vor 
hergehende 'Gleicbang' unter der folgenden Form darstellen: 

3) 0^; -= (1 - »») ^ - 2f *0, - f (f - 1) /^0,d%. 



Für * = 1 ist nach I) . 

d.. i., wenn wir « = cos ac setzen, 

« 

Ferner ist nach 3) für i = 1 

0, =5(1-«»)^ -2,0,. « 

■^ Weil nun nach dem Vorhergehenden 

W^ dB, dz 

^=cos ^, ^ = -.sin .r 

. ist, so ist 

' 0, = — sin a: cos a: — 2sin a: cos ^r, 
d. i. 

0a = — 3sin a: cos ;r, 

oder, weil bekanntlich 

sin 2a 



sin a: 



sin ;r cos a: = 



ist, 



5)0. = -1.3^. 
: Für f=s2 ist nach 3) 

0, = (1 - *-) ^ - 4«0, - 1 . 2 A 0../«. 

- * 



V 




und folglich, weil 

sin 2a! 

Datier iat nacb dem Obigen 
' @, ^3siD ^ coB 2^ + ficos :r Bin 3:i7 
— I BiD a? + ^ HiD 3a: 
= 3 sin 3^ + 3 c 

^^- BiD SoT + i sia 3ä? + ^- Bin ^ — J- 
= 5 sin 3a:, 
und folglich 

6) 0, = I . 3 . 5 ^^5_*^. 
FUr ( = 3 ist nach 3) 

Nun ist aber 

— ; — :^ 13 COS JiT, j— = — BIO X: 

dO, IScos 3j: 

rfj: — aiti ar ■ 

Ferner ist 

/'^'&,tla = ~^y^siu Sa: sin x dx, 

I falglicli. Weil 



Q%e,—t.Af^'&,iU. 



J'&,ilz = — ^j! Hin 2^H 
»t nach den Obigen 



' ' ' ^^^H 


107 ^^H 


0. = — 15 siu X COB 3^ — 30 coB X sin ix ^^^^H 


+i^.i„..-i^™i. ^^B 


= — 15 Bio \x — 15 cos X siu 3^ + ^ sin 2a: — ~ sin 4^ H 


= _il^ .i„ 4.-^ .i„ 4.-^ .i„ 2^+f .i. -i, ■ 


= _15^ .i„ 4., _ J 


UD(1 (I^H^^I 


7)0, = -l.3.5.7^^' ■ ^^H 


Wir wolleu nun ''^^^^^H 


8)e,=<v^ ^^B 


SO ^^^^^H 




und l'olglicli, weil JB 


da: — "'" ■* ^^^^B 


'4|^^^^| 


cos ^^^^1 


Feroer ^^^^^^H 


p- J^eid^^ — ^y^m ix sin X du:, ^^^^B 


alau, weil 


sin .-a: sin x=^ cos {i — IJa? — i cos ((-|-l).r 


IHl, 


y^Q.d^ = -^/^\o. ii-l)x,lx-i-%/^\o. {i+\)x dx. 


_ d. i. 


1 />'^=-2arL-, - (^~i)^+«(7^ -- ('+»>-■ 


WTeil nun oacb 3) 


■ 0^, = (1_«.) ^-2«©,-^(i-l)y;^0,.& 


ViBt, BO ist Dach dem Vorh ergeben den >TIH 


@,+i = — i&. siD ^ cos ix — 2A, cos X sin ix '^i^^^H 


^ •— ^"-1 




für a^cDB a:, wdclieB ilii: zu beweisenilc FurincI ist. 

Aus dieser Partncl hat Jncobi eine merkwürdige Tranafor' 
iDiilion eines bestimmteD Integrals ubgeleitet, wclclie wir, ob^^leicl* 
dieselbe längst bekniint ist, dem Obigen noch in der Kürze beifo' 
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ffen wollen. Wenn nämlich eine Function to von % so beschaffen 
ist, dass dieselbe nebst ihren sämmtlichen Differcntialauotienten bis 
zum (f — l)sten für x = « und für x = lf verscbwinaet, so kann 
man durch theilweise Integration leicht zeigen, dass immer 

ist. Setzen wir nun 

und a = — 1, Ä = + l; so ist 

Aus 14) folgt durch Differentiation nach a: 



dx. 



d^ 
dx 

also 



1 "^^ ^ ' l^z-i''^'^ i = (- ^)^^ . 1 . 3 , 5 . . . (2i -^ 1) cos ix. 



^ ^^dJ^^ * /& = (— l)«-i . 1 . 3 . 5 . . . (2* — 1) cos f> <to. 



Da nun 



ist, so ist 



a'=cos or, dsi=: — sin a: da: 



15) //(O(cos ^) sin 0:2* da: 

= 1 . 3 . 5 . 7 . . . (2f — 1) / /"(cos a:) cos »o? </ar. 

Dies ist die von Jacobi gefundene Transformation. Die Function 
f(3i) und ihre Differentialquotienten bis zum tten müssen zwischen 
i. den Gränzen » = — 1 und « = + 1 stetig sein. 



XL 

Uebungsaufgaben für Schüler. 



i 

15»' 

keil 



Man soll die folgenden goniometrischen Relationen beweisen. 
Wenn 

j4 i= sin a(cos ß — cos ;') 

= — 2sin a sin ^{ß — /) sin üß-i-y) 



B= llD 


|>(co. r-roaa) ^H 


= -2.b |! ■!,. iir-a) »ip i(y + «)1^B 


C= .Ld, (CO. a-c. ^) 


= -2.i= , .in U'-ß) "" !(• + ?) 


so ist jederaeit 


A+B+C=-iM 


o i{o-ffl .io 40»- rt 0040.-0) 


B+C — A= 4b 


Mo + «""«?-(■) 'in iO' + «) 


jl+C-B= 4. 


i(m-|!) miif + r) m iiv-''). 


J + «-C= 4, 


n i(«-,S| lio \it + y) .io 4fr + ")- 



. (.in ß- 



■C) 



W«no 

^' = c 

= 2co. o »o 4((f-rt CO. i(ß + r) 
B' = a,ß{mr -''<"') 

= 2co. I« lin i(r — a) co. 4(r + o) 
r=to. ;. (sio o-.in f) 

= 2co. ^ .io ä(o-/!) CO. i(o + |») 
i.t, Bo ist jederzeit 

J' + B'+C'= 4sin i(o-fl Bio Hß-r) "io 4(r-«)l 
B'+C-^' = -4co. 4(" + |S) "0 iOS-r) co.4(;-H-a(| 

j.+ C'-Ä'=_4co. 4(0+« co.4((!+/) .io 4(;'-"l| 

^'+B'— C' = -4sio 4(o-i!) co.4(|! + rt co.4(rH 
Ao. der Gleichuog; 

a Bio o + i mß + c sio y = 
lässt sicli immer die Gleichoog 

I (« + i + o)co. 4(;S-rt cos4(,-o)j . 
!-(• + «-«) "io i(|!-/) «io 4(?-«)l "° ' 
_, („ + «-i) ,i„ 4(;J-,)eos i(/-o)| ,, . 

- j-(i + „-„) eo. 4(?-,) .io J(;.-a)| ''""* 

d. i. die Glelcbuog 

wo die BedeuluDg der äjmbole !U und N toq selbst erbellel, also 
die Gleichung 





» 



XII. 

Miscellen. 



Der bekonote Satz, dass die drei Hülfslinien, welche bei ^ 
euklidischen Beweise des jjjtliag'üräiackeii Lehrsatzes gezotces i 
den, sich jeüencit Id einem und deniseliieD Punkte sehne" 
wird, so viel mir bckonnt ist, gewöbnlicb mit Hülfe der Lehre 
deu Pro[(ortioncn liewieHcn. Ich weiss nicht, ob der rolgende Be- 
diesea Satzes, welcher wir bereiti vor längerer Zeit von 
eiDom meiner frühem Zuhörer mitgctheilt wurde, scbua bekannt 
ist. Jedenfalls scbciat derselbe aber nicht so allgemein bekapnt 
zu sein, wie er verdient, und mag daher Im Folgenden eine Stelle 
finden. 

In Taf. I. Fi^. II. verlängere man die Linien DE tind HK 
bis zu ihrem Durcbscbnittspunkte N, und ziehe die Linien fijVund 
CjV, bo erhält man das Dreieck BCN, von welchem aicli bewei- 
Ecn lässt, dass die drei bei den Beweise des pythaguräischeu Lebr- 
aalzes gezogenen Hiilt'sliaien ^Z., BK, CE durch dessen Spilzea 
geben und aaf seinen diesen Spitzen gegeoüberliegenden Seilen 
senkrecht stehen, sicti also nacli einem der bekannten Sätze rga 
den vier merkwürdigen Punkten des Dreiecks in eiuem und den- 
selben Punkten schneiden müssen. 

Zieht man nämlich zuvörderst die Linie AH, so erhellet sehr 
leicht die Congruenz der beiden Dreiecke ABC und ABSI. I^ii 
sind aber die rechtwinkligen Dreiecke ABC und ABO bekanni- 
lieh gleichwinklig. Also sind auch die Dreiecke AHN und AB9 
gleichwinklig, fulglicb die Winkel HAN und BA» einander 

fleicb, woraus sieb ergiebt, dass NAh eine gerade Linie i^t, uUi> 
ie Linie AL, durch die Spitze jV des Dreiecks BCX geht, und 
auf dessen Seite ifC senkrecht steht. 

Ferner erbellet leicht die Congruenz der rechtwinkligen Drei- 
ecke BUK und CNK, woraus sieh die Gleichheit der Winkel 
HBK und CNK ergiebt. Nun sind aber als VVechscIwinkel die 
Winkel HBKm^xA CRP einander gleich. Also sind auch die Winkel 
CXK und CKP einander gleich, und daher die Dreiecke CSK 
und CA'i* offenbar gleichwinklig, folglich die Winkel CKN mA. 
CPK Giuander gleich, also CPK so wie CNN ein rechter Winkel. 
Daher steht die durch B gebende Linie BK auf CN senkrecht. 

Ganz eben so zeigt man, dass die durch C gehende Linie CS 
auf BX senkrecht stellt, und der Satz ist also nach dem im üi 
gange Bemerkten nun offenbar vollständig bewiesen. 

Mir war der Beweis, ah er mir mitgetheilt wurde, neu. i 
er dies auch Andern sein wird, lasse ich dahin gestellt sein. 

C. 



:' . . ,.■ . 
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XIII. 

1 

Veber die neüesliten Erfindiingeii in der Theo- 
rie der bestimmten Integrale. 



♦ } 



J. \ 



dem Herausgeber. 



' r ' - -"■ 



_Jf 



■«■ 



Zweite Abhandlung», 

. (ForteötiuÄg VonTU. IL Nr. XXVO 

In dem Joiirii«! de l^ath^matiques publik par J. Liou- 
ville. T. Vlll. p. llO. Mars 1843. hat Herr J. Bertrand das be- 
stiamte Integral 






utf die folgende bemerkenawerthe Weise entwickelt. 

Es ser, ipdem man bei der Integration die Grösse ca als conT 
•tefit betrachtet. 



im- 



w) da:s=:f^(a:y w) 



lad 



10 ist 






JSU^^=i/(a;, Ol), 



and* B«ch bekaiinten Ptincipien der Lehre von den bestimmten In- 
tegralen (Archiv. Thl. II. S. 277) 

Tiita nr. 8 




1 



Betrachtet man nun aber ui als eine FudcIlvd von x, 
bekannten Priocipien der DilTerentialrecbDnng 

(ir <te rfai ■ ito' 

ulao nach dem Obigen 

, „ ^^:T75te.f^-*^^fe/'J.E.„l, -,,., 

"'" ■il.nvil.il ., l;„irMI-->.l -ll' -"1 

aod folglich 

also, wie leicht erbellen wird, 

Beieichnct man nun die Wcrthe, welche 

/<<^, ")./,(;>■, !•),/,(* ■») 

für w^=x erhallen, respective darch 

V(^), VÄJf), yA'^); 
so ist 

Nach dem Obigen wird ^lix) erhallen, wenn maii, tu als cni 
betrachtend, 

entwickelt, und ttwAi der tef«fration ta^a. setz), waraus 
auf der Steile er)(iebl, dass 



\ 



y.(^)=X/("'. ^Kw, 



Wp b«i der Inlegralion .ir als constant bebandelt wird, und falg- 
wb nach dem Vorhergehenden 



iBt. Weil nan aber die 4ret in dieser Gleichung vorkomniendeD 
iDteffrale für ar^m offenbar verseil win de d , so ist ^^=0, und 
folglich 

Von dieser allgemeinen Gleicbung lägst sich die folgende Anwen- 
dung mBcben. Man setze 



so ist, wie man leicht findet, 



aml folgKcb Füt a^O nach dem Obigen 






HO hei der Integratian i» als coDSlaot betrachtet wird. Zerlegt 
nun, am dieses rntegral zu finden, den Bruch 



nuf bekfinnte Weise in Parti alhrücbe, ao erbült man: 



folgt ich 



/=(^ 
^(1- 



")=yrff 



5)11 + 






'•) 



ü). 



1 +«') j^ ai Aretang ar 



Bha' Aralaajt o? den der Tun^ente « su^ebörenden Bo^en beieich- 
nen soll, welcher den kleinsten absoluten Werlb liuE. Also ist 



nach dem Obiget 



,(^)_.?i±j3 



da y(x) und y,(*) aua /{x) und /,(^| erhalteo werden, wenn 
man tct ^ ^ setzt. Ferner int 

und daher uach der oben getuDdeoen Hauptgleichun^ 

r-^f(i+^) r^m+x^) ^ ■ /^^ -*""nK g- ^ 

»/ 1 + Ol' V I + iC' y 1 -f- ic' 

Nun ht aber nsch einer aelir bekanoten Formel der lotegralrecb- 
und fulglicb 



/;^4t^ ^-=iv+-) • *'-s — tyr^ 



^Al-t-.rM ■ 



Also ist nacb dem ÜbigeD 



Setzt mau in diesem tategrale ;r^l, so erhält man 



i/o M 



oder, was dasselbe isl. 



•/ J + a:' 8 

In einer Note xu dem Aufsatze des Herrti Bertraad bciae tfctj 
Herr Liuuville, duss sich dieses bestimmte Integral auch II 
dem oben gefundenen Ausdrucke yun 

auf folgende Art ableiten lässt. Scizt man die obere Gränze di^ I 
sen Integrals nämlich der Ginbeit gleich, so erhält man am dnl 
Obigen — ■ 






1 + tü') ^ 4 • H 



xdx 



t/o . t/,0 (l-f-WÄT) (l-f-ÄT») 

id folglich (Archiv. TU. 11, S, 21^) 

•/oa+^») (l + oiar) 

.der ' ■•■"'^ ■ ^' 

•1 ite yJ a?da> 



y"*! dx p^ 
0" 1 -f- ^' i/ 1 -♦- 070» 

1+01» ^ t/ol-f-w* 4t/ol + «* 

also 

,/0 1 + ar* ^^ y l-f-fti* ^^4 

woraus man, w«l nan^Jich 

/•«ilH:4Är=:/«ii±f^^ 

ist, auf d^r Stelle 

t/ 1 H- ^* "^ 8 

erhält, ganz wie oben. 

Das von Herrn Bertrand gefundene allgemeinere Resultat 

•0 wie auch die allgemeine Gleichung 

. ' ■ ' ' »*, • ■ • • ^ 

ist aber für sich wichtig und interessant, und letztere scheint uns 
la verdienen, dass man weitere Anwendungen von derselben zu 
nachen suc^ie, wozu wir die Leser des Archivs uns wohl aufzufor- 
dern erlauben möchten. 
Setzt man 

i 10 ist 

<fc/(gy 0>) __ W ,-A ,|-//-.,\ 
2J = i^ÄT) ^(W), 



und folglich 

UDd 

Ferner ht 
und folglicL 






Daher ist ducIi tier obigen allgemeinen Gleichung 
^^) / t\u)du 

oder, wus olfenhar liaasEllte ist, 

DDi) folglich 

J^^{x) Fia:)da^ 

in welcher Gleichung olfenbiir Jus bekiinnre Prinui|> iler llieilffei' 
Ben integralion enilialten isi, so dais also die von Herrn Bei 
trnud gefundene nilgcuieiof! Gleichung dieses Princip eiuaciiliesa', 
und als eine heiiierkenswertlie \ erallgeineinerung desselben betrach- 
tet werden austi, 



In dem Cuinbridge miittieuslical Juurn^il. T. III- 
BlfiS. No.XVI. November. 1^42. hal eü tii^cnanuter Correspon- 
^' i der Gleichung 



I» 

diiArere bestimmt« Inte^ule auf sehr fi^fache Weise hergeleitet. 

13m zuerst die utiige nllgemeiDe Olelcliuog zu beweisen, setze 
man « — a::=iu, so ist da.-:^ — da, uod fulglicli 

B.'^eil nun für ^^0, ic=^a resjiective u-^a^ u^O iqt. bu ist. 
y^/(« - a:)dx = -/^f(u)du = -y]|/(^}Är," ' ^'*"' 
Bmid folglich, weil beknaullich 



.flA^M^=jy~-^)d^, 



wie bewiesen werden sollte. 

1) Man aetae der Kurze wegen 



U=f^Ug,i^^.d^, 



ist nach der vorlergeheuden «(ige in ei Den Gleicbung, weil 
i a! = s\a (^Ji — x) ist. 



Ed rpigiicb 



V<»'"< •■ ^=1 /*^"tog cos * . «£»«, ■ 'dd wK ifMiB li«W' 
2f=/|*"(log sin ^ + log cos ^)flLi:, 



uIbü. weil sin ;r cns .3?:=^ sin &r ist. 

2f/=/^"'(log sin 2^H-log l)d^r, 



'2C=/ log sin 2a: . rt^-J-^/t log 4. 



Setzt man jetzt 2x^=:v, aüsg ida!=^itv. so ist 

log sin ^a: .dx^ji log sin c . dv. 




und folglicti, weil für ^:=0, x = i^ respective v=0, v=a 
'/ log BiD 'ia:.da!=-i I log iio v , dv^^ I lag sin x. 
Alstf ist 

"^'^"^yT'"^ "'" ^•'^ + i'' '"S »■ 

Nun ist aber, wie bub dem Hnuptsatze der Theorie der bestini 
Integrale (Aicbiv. Tbl. 11. S. 275) auf der Stelle erfaeltet, ^ 

f" log sin a; . da: = 2 /^ log sin it. äx = iO. , 
Also ist DBcb dem Vorhei^ebeDden 

2r= V+\n log 5, V=\7i log ^, 
d. i. 

J^ log Bin ^.(te = j7r log J, 

und nBcb dem Obigen auch 

/•In 

/ log cos x,)la:^=^^n log \. 

2) M»n .el.. 

U-^ i X log sin .r , iLe, 
Weil nacb der oben beffieaeaeD allgemeiueu GlekbuDg 

J^w^ log eiu x . dx = f^[n ~ a:Y log sin {n-a;-).dM] 
d. i. 

/ jc' log BID X .da: ^J {n — x\* log sin ir . rf 
ist, so ist 

:=j'(n^ — 2it;r) log Bin :r . <ir 
oder 

a^ic* f log sin .r . (/a: — '''' / ^ '"B ^'" ^ ■ '^ 



, ^t aber 



«=j»y7io 



J log sin x , dx^lj log bid x .dx^^it log J, 
und folglich nach deoi Vorbergeheodeu 

/ X log sin jir.Är = Jn' log \. 
3) Man setze 

so ist nach der obigen allgemeinen Gleichung 

IIJ=J {jt — x) Bio (n — a:)'dx=/^(7i — aO »in vr»i 
f 
erha 



V=:TfJ sin il:"(ii: 
Mrnus sogleich 



-y:- 



=*./". 



erhalten wird, nnd hierdnrcli also das gesuchte Integrul auf das 
bekannte Integral /siu s^dsi zurückgeführt ist. 

14) Man setze 
IB ist nach unserer obigen allgeoieinen Gleichung 
1 tt /""(n — ar) sin ar , /"" sin a; , ,, 

Mgiich 
* y H-C08 «» 
fder 



f=-i''./„ iH-.„.^- 



Weil nnn bekanntlich 



/n 



;7 = ArctaDg cos äe 



*/ 1- 



:^ = Arctang ( — I) — Arctnog I, 



iDil fulglicli I 



D I + COS X' '"■ 

I üem Obigen V^\ii', d. i. 



t ist Dach 




• 1 .lltMII' 

'br obigen allge meinen Gleichung 



F(a)=y\g (1+2« cos :r + a') . Ar, 
uud folglich durch Addition, wie man leicht findet, 

2F{a)=y\g j|+2«»{l — 2coB :c') + «*| .«Ar, 
hIbu 

*-^")=yr'''^ (1-2«' cos 2*+««jv*ft.«if ij 

Für iiar = r ist Idx^dv, und folglich 

y"log (1 — ?»' cos 2ar + »•) . dir 






/ log (I — 2s* cos 2jr + « 

= i^ log (1 — 2«' coa X -t- »') . lÄr. 

Mach dem BuuptgaUe der Theorie der beatimmteu lutegrol 
(Archiv. ThI. II. S. 275) ist aber offenbar 

i, in der i>beti eingetübrten Bezeichnniifr 
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und folglich 

y^'log {1— 2«r* cos 2Är + «').<ir = /T«')- 
Dülier hat mao nfich dem Obigeo die Gleicliung 

(~ 'iF{a) = F(a') oder iiT(«) = i^«'); 

d g^Buz Bul' dieselbe W^ise Imt man jetzt also, neon ai eiiif; he- 
big'u positive gunse Znbl beii«icbiiet, übertiuupt di« folgeodf 
ihe voü Gleichuogeii : 









aus deueu sich, weou in«n auf beiden Seiteo laultiplicirt iiud aaf- 
beht, wuB sieb uufliebeii lässt, die Ul«icliBug' 



nuu 0<:t, ^a Mt für m=:(k otteoliRr \; 

pd daher für a<^l übcrbuujit 

f\a) = /^iag (1—2« cos ,y-*-«'). Ktr = 0. 



log (1 — 2« cuji :i: + rt') = 21ag a+log (l — — ros 
, BO ist 

= S« l«g «-»-/[''log {I-Jcüs^-H^).'^ 
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Für a>i ist -^<^1, udiI folglicli nucli dem Vorh ergeben den 

/ log {1 — ■ CU8 iF + -^) , <£3?=:0. 

AIbo ist für « >- 1 

/ \ng (1 — 'ia cos :r + «*) . tiaf^iit log «. 
Für 0^1 ist 

1 — %» coa x + a' ^iain ^x', 

log (1 — 20 cos ^ + a*)^log 4 + 2log sin ^^s- 
und folglich 

y^log (1 -2« COB ^ +..»). <te 

= TTlog 4 -(- Sy^log siD 4^ . da:. 
Setit nisti nun j^v^zr, also fia: = idv, so iat 

/ log ain |;r . dxz=i% f log sin p . rff , 
und folglich nach dem Vorhergehe öden 

/ "lug (1—2« CDH ^-f-«') .rfjc 

= Ä log 4 + 4 / log ÜD ^ . a!ar, 
also nach 1. 

/ '*S (1—2*» cos !V-\' «*) . dx^it log 4 + 2w log 
Horans sich leicht nach in diesem Falle, nämlich für a^\^ 

/"„"'"Sil— 2» COB a: + a') .rfa::=0 

ergieht. 

Auch das hier angewandte an sich sehr einfache Princip 
dient, wie es unsdchemt, veiter Terfolgt zu werden, 



I dem JoDrnul de Math^matiqucs pnbli^ par J. Li 



rille. T. T- p. 117 hat Herr Lobatto, Docteur es-sciences ä la 
flaje, die beiden Integrale 

^.,h I 

^, = / sio 9' dfV i — o' Bin 5p', 

webei wir aDnelimen wollen, dass a positiv nnd nicht grösser ali 
die Einbcit ist, auf folgende Art entwickelt. 

Mao setze cos ^ = x, so erhält man, wenn der Kürze wegen 

gesetzt wird, leicht 
Nnn ist aher bekanntlich 



fdxV^"^ + ^» = \a;V^ 



r i/*'^^ + l/^» + «■»), 



f 



fläA^^+^ = iK'FTi + i^v Üi5^, 



ind folglich nach dem Obigen 
Ferner ist 



^.= /■;.:, ,(1- 



j') rfyV'l — a» sin 9 



Nun ist aber nach einer sehr bekannten Reductiunsforme) 



/ jr'Ärl/jti' -h^' ^ 



c{^i -t- a;')l — ^' / (icV-'^s + ar 



Pfid folglicb 



« /''^r^ rfÄ^V/^' + ^^ = i(^ - 
Nach gehöriger SubstitutioD erhalt man 




Ueber ein Spiegelinstrument znm Einrichi 
gerader Linien auf dem Felde. 



Herrn Regiemn^s-Condacteur G. Berlin 

zu Greifswald. 



Das EiarichteD gerader Lioien auf dem Felde, nameBtlich i 
Bestimmung vod Zwiscbeniiunkten in denselbeo, ist bekaDDlIich 1| 
und für sich eine ciofacbe und leiclite 0|ierit(i»«, die nur 
übtes, DÖtbigpn Falls eiD bewaffnetes Auge erfurdcrt; ieduch I 
sie ibre DabequemÜcbkeit darin, dnss wenigsleDs ein Geliülfe dal|4 ^ 
nothwvndrg ist, wodnrcli nicht allein melir Zeitaufwand erfordert | 
wird, sUDUero aucb bei grösseren Linien, wu gfgeoseiligea Ein- 
richten Buauwendeo iat, eine Cantrolle des ricbtigeo IStundes ds 
AI) steck Stäbe gemacht werden rauas. tim die Oeljulfen mi eutbe| 
ren, sowie aucb um einer Contrullirung überhoben zu sein, 
sich, wie ich glaube, mit Nutzen das in diesem Aufsalze näka 
Bchriebene Spiegelinstrumeot nnwenden, dessen praktische Bra 
barkeit einem jeden Genmeter aus der blossen folgenden Darstel"^ 
lang um so mehr sogleich einleuchten wird, als wir als bekannt i 
i;ti>r(iuszufietzen berechtigt sind, dnss der Güussiscbe Heliotrop, na- | 
1 Bezug auf die GiitriehtDBg der Spiegel, bekannt geoug 
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ist, Km fliner besoDderan AuseitMknderaetaiiDff der ibn eubi Grunde 
UegBDilea Princi{)ieB hier nittfit weiter zu oeiliirfeD. Jeducli mag 
es ia iler vud mir eratretilen ((riiaaerD Deutliclikeit EDtscIiitMigung 
fiMlen, wenn zur Veratänilliclikeit der AnweDÜun)^ de« InstruneDtH 
die GrunilHötse der KeflexioD rechtwinklig se^e" einaniler alehen- 
der S(iie^el hierbei ia der Kür^e wieilerliolt werden. 

Zwei rechtwinklig auf «inondor stebeade Spiegel ab und cd 
(Taf. II. Fig. 1. und Fig. 2.), deren spiegelnde Flächen von ein- 
ander abgewendet stehen und dem in C ließii'llicbea Auge zugC' 
kehrt sina, werden die beiden Gegenstande A und B dem Beob- 
achter zugleich rcflectirt erscheinen lasten, wenn der Durchscbnifts- 
pnokt e der Spiegel sich in der Linie .//fi beliiidet, mögen nun wie 
in Taf. II. Fig. 1. die Einfallswinkel der Gegenstände A und B 
einander gleich sein, ulso 43" betragen, oder wie Taf. II. Fig. 2. 
eine beliebie'e Grösse haben. Da der li^infullswinkel dem Ansfalla- 
winkel gleich ist, ho wird es beim richtigen Stande in der Linie 
immer einen l'unkl C (Taf. II. Fig. 1. 2.) oder eine Linie Ce geben, 
worin beide Gegenstände A und B rellectirt zugleich sichtbar 

Hierauf gründet sieb nun dBf in Kede stehende Instrument 
und. gewiss wird jedem Geumeter sogleich einleuchten, dosi die 
reBwtfrten Biliw" ibeid« GegenatSode, tius einem Punkte gesehen, 
den Sland im Alignement der Liuie begründen, und daher eine Br- 
klärung der praktischen Anwendung auch um so überflüssiger sein, 
als diese aus der Theorie von selbst hervorgeht. 

Fin ßahmen A (Taf. IL Fig. 3.) ist durch die Balken gg in 
drei gleiche Tbeile gctbeilt, in denen zwei Spiegel a und b ein- 
gefafiat sind. Ein zweiter Ruhmeo B, ebentalls mit einem Spiegel' 
e versehen, passt genau zu der mittleren ÜeH'uung des Rahmens A 
und wird durch zwei runde Zapfen auf der Hälfte bei r in den 
Ualken gg befestigt. Au diesem Rnhmeu B ist ein Quadrant d 
(Taf. II. Fig. 4.) befestigt, der mit dem Rahmen A in Verbindung 
stellt, und cur Fesisleltang' <Ics Raliinena B in der rechtwinkligen 
Lose zu dem Rahmen A dient, zu deren genauerer Berichtigung 
norli eine feststehende Schraube r bei h angebracht ist. Die Stell- 
schrauben xx dienen zur Berichtigung der Spiegel, iofiofBrn a und 
h in einer Fhene liegea müssen und e rechtwinklig auf dieser 
Gheue sieben muss. Damit jedoch diese J^IJschrauben eine stete 
Wirkung nuf die Spiegel üussem . mtiBseii kleine Dnickfedern y 
(Taf. It. Fig. 5.) an dem Hiuterboden % befestigt sein. Der Ring 
t (Taf. II. Fig. 3.) ist zum bequemeren ll«lten mit der Hud bei 
stimmt, sowie der Haken/* zum Aufhängen eiues Lutbes dient, um 
den Punkt auf der Brdc bemerken zu können. Süll das Instrument 
nit einem Stube in VcfhinduiKc gesetzt werden, so lässt sich leicht 
anstatt des Hakens /" eine Hiiise anbringen, welcher ein Stab an- 
gepaset werden ktma. 

Die Berichtigung des Instruments in Bezug ;iuf die Lage der 
Spiegel u und b in einer und derselben Ebene, son-ie auch in Be- 
ziehung auf die rechtwinklige Stellung des .Spiegels c gfegeo a 
Und b, geschiebt unmiilelbur durch die Ueubnchiuo^. Denn das 
reBectirte Bild eines Gegenstuudea muss bei richtiger Lage der 
Spiegel a und fi nicht gebrocben in hi^deo Spiegeln erscheinen, 
l)er rechtwinklige ^«ad von C gegen a und b ergiebt sich da- 
"" ' j diisa zwei, .G^gensläBde A und ß (Ta£ H. Fig. L 3.) in dem 
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Zwiachenpunkte e rcDectirt cugleich erscheinen, wobei das Nicht- 
gebrocbenfiein wiederum die rechtwinklig;« Loge der Spiegelebene 
c gegea a und li anofiebt. 

Bine andere weitere AnwenduD)]; als die bereits erwähnte dUrfle 
dies InEtrument bei Croquirunc^en finden, indem sicli durch dasselbe 
leicht Zwischenpunkte einer Linie finden lasgcn, die au Anhalli- 
pnnkten und zur näheren Bestimmung der Dislanien nach den 
AiigenmaBse benutzt werden können. 



XV. 

Beweis der Lehrsätze in Band III. 8. 443. 
Herrn A. Göpel 

' zu Berlin. 



A) = 1 - 

B)2«(-l)^-'(l_AH_|_...±_i__) 

m' >w*(m'— 2') TOHm' — a') (iw' — »') 

,.:fceide Sit ein gerades m. 



beide fiir ein uDgerades n. 



l-t-n....iß + n-\) 



^_ ,1 _ nf-^■l^■■■^^-^■'•\ 

• -!'■ .(. + 1). ..(= + «)' 



UM 

' ''1U iiM'eüttm. rec. kä^; ^(ift^J^iS'. Il!'18n--<13 W GauM 
bewiesen, dasa die Reih« 

etinrilfpirl», (wofofftr^l<4^tt^|S<<!'f -4^d ist, md dais Man hat für 



\ 



„, . «.^ . « . «iJ|i; K »Vp^t . .. _^ <y-l)!(y-«-/»-l)! 
'' '"♦"l.y"'" l.a.yvy-f^l "**""*^(y^— o — 1)! (y — /J — 1)! 

Diese Gleichung ist Jiehr iuifaiM6tip\v^f'-<l>^^^U^^nter andern auch 
diePproiel " 

Ä) Setzt nian'a=:Y) /^^"""ö"' ^— *> so ergiebt sich 



. . . • . 



Nun ist aber (8.*äiX^4.) ^ * 






^oIgrlich> Imt liaB- ")^\ • ; : -j'i » 






•^-^^-' ': ^'inimn 



mn ' 



woraus für ein gerades m dfrs Behauptete hervorgeht. 

ttaW(d|e,J|Etbej^ es/ sei dednrdafMi s^e von s$iptd abbricht» 

was nur tur ein •positives oder negatives ungerades m geschieht. 
W dlsstflb:(K#Ue: ^tltl'«t<b iitii Werth N derselbe i'^fP'^- ^ F69m 
ZT dar. Es ist abfcr . .. ? : o . ; . 






g— - :: L 

.m — K, 

,.M- ■-^- VW) •'•:.-■ ■ .u,. (— yt*):. '. -. 

isder" ■ ■ " '" *0-'^-'^~ "' '" ^*-- '^ 



s ' 



(1 — 2?) (1— jT) • • • ("—4;^) ™'t *(«]> 80 hat m^[\asch leicbltr 
RecLcuDg 1 ', .' ■ 

Werden hier für « alle Wcrthe ?on » bis 1 fi^csetct, so erhall mn 
eine Reihe GleicbuDj^eo, derea beide letzten siod: 

3 sämmllicb, so wird , . .. ■ 



AdJirt man s 
y(o) = l— - 



. + (-1)" 



fo]g;licfi ist A^yi(m) für m^ao; nach der Eulerscbeo Factores- 
entwickcluDg ist ober 5p(«) = — — - — für n = ac. , 

Auf äbnliche Art ersieht sich die Formel D). Ist oanlii-t 
■■Cm'-Pi....m'-|2t.-l)' 




■ 


^' 


i(==!- 

-2M- 




-2)(. 
1« ,3' 
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-)) («- 
.5' 




und 


wege« 


Ü. 


,,_,, 


Im- 


-J= 


1' 


J- ' 




1".3= 


.5' 




D) 









WeHen nim für m alle t;erntlen Zahlen von ) 
ist die letzte dieser (üleicbungen 

5P{2) + 9>(0) = 5p(2) = l; 



■ bis 2 gesetzt, tri 1 



oitLiD ergiebt eicb : 



;^-.-.:..'^¥?fe." • 



= 2»it 



•=t=*±l)- 



Aus diesen vier Pormetn lassen sich eitie Unzahl ähnlicher tHih 
Wien, wenn uinn sie für ^«=2 summirt oder differenzürt; Mt 
I. B. erhält man durch ^A, 2B, SC, ^D beziehlich die foll- 
gtnden : -^ ' 



-f-D* 



-(-!)■ 



_]i 






>)(-!)' f = l- 





1' 


' .3» 












-2' 


-f- 


m^- 


-2» 


.m' 




4' 








2> 


.4' 








1 . 




"'' 


+ 


^ 


^ 


Li 


-2' 



iQO deoeD die 2) and 3) bezieblicb Dar für ein ungerades und ge- 





' auB tvelclien beiijeg die 1) «und 4J fdr N = ae wieditr bervargelien. 
E) Setzt moD io die Glefcliung i) ß, 1, a + 1 besiehlicli an- 
statt a, ß, y, ao erbalt b - 



ArclrivH in CrellB*s Joarnal 
in a-l-n+l und /?+»+! 



wie iiuch der Herr Merausgeber diesf 
Bd. II. Nr. 36. gezeigt bat. Wird lilt 
für a und ß geseilt, so bat mao 



diese GleicbuDg mullipllc 

und ziebe das Resultat tod der obigen ab, . 



iC- 



^>- 



Diese Rerlettuiig zeigt, dass man die Grunertsch« Summalioo niclit 
für einen speciellen Fall der Gleichung für E halten darf. So wie 
man aus jener den Ausdruck £ berleiton kann, so kann luaa .ludi 
den letzleren unabbängig vod ilir enlivickelo ubiI dann n upenü' 
lieb werden lassen , um zur Grunerlschen Keibe zu gelai 



leicbnet n 
bO ist 

Bntwickelt man 



mlicb den Bru 



obiger ParenlhesB 



gelang. 



!P(0)! + [¥(«)- !f(I)i-l-...-(-if(»-l)-9(*)i._ 

die einzelnen Glieder und multiplicift mit ^J 
so bat man die Formel tür JS. Lässt man nun m unendlich w(« 
den, EU kann der Bruch ^(a] zwar als aus einer Reihe von Fact«'! 
ren beslehend betrachtet \?crden, welche, wenn auch n 
Anfang an, doch von einem gewissen Punkte an äclite Brncbe 1 
Bind, eubald ß<:a ist. Man würde aber zu weit von der Wftk|f | 
heit irren, wenn mati hieraus sehliessen woljle, dass ^{m) für eil 
unendliches » verscbwindct. Zum Beweisi^: die Reibe G) und alle 
übrigen bekannten Pacturenenttvickeiungea. Um den .erwähntet J 
ScbluEs zu ziehen, muss man steh gunz anderer Fulgerungen bedifl- i 
neu. Zu dem Ende sei m irgend eine ganze Zahl, >- — /Tund fiflf> 
lieh nucb >—a, ferner sei /* eine gonee Zahl '^^-^zzä- Betradiui j 
wir nun das I'roduct 



1) 



/•ß-t- 



BD ist klar, ins 
Icich grossen j 



m Aß-^ hm + 1 
n ' Ad -(-- km -^ 1 

I bcständi 
M vun F 



hß -\- hat + 
Aa-\-hm -f. 

kleiner bleibt ali 
en der Reibe 

^.^lm-^-\ hß^hm 
i-hm + Z' hß-i-km 



weil die eiitsprei^liemlen NeDoer, wegta Aß-f-l'^Aa, ja diesem 
kleiner Bind als iu jenem. Dna l'rodiict 2) nSliert sich aber be. 
BtäDdir der Null, denn durch Vet'eini^uug voo ^, 3, . . . PactoreD 
desselben eibält mna die Werihe i 



Poloflicli vinl uiD BO meiir titi« Protlact 1) kleiner als jede nncli 
Sil kleine (ihisse. Die Kactnren' iltpses l'roilucls ivnclisen .bestän- 
dig, wuTOQ man sich leicIiC überEPUgt. Kiiasi mnn aisu die ersten 



A Fnctoren desselben zusammen, so ist deren Prodakti»!?^ — ;— 1* 
oder {^~^)'^- [>oä Pruiluct der folgenden /t Factoren ist ans 
J.m „llioL C™Je XM^^J). .de, (i±^)', „...„. ' 
Milbin bleibt das Produ'ct 1) beständig; grösser als dos Product 

Dlasflsi wird qlsa um b» mebr unter jedt ßränze abnehmen. Das- 
selbe gilt d^nn ODcli vpn ^ 



schliesslicb .\ 



•«-1-1 ■*■■ « + «,-1 -^ B-H»»' H-|-"'-M 

üebrigens bedLent sieb schon Ganss in der angelülirten Abhand- 
lung des Ausdruckes E) bei seinen linlersucbungea über die Coo- 
vergeiiz gewisser Reihen, und einer der obigen sehr ähnlichen Ue- 
weisführung. Es wird mir vielleicht gestattet wenlen , in einem 
späteren AuFsatie eine andere Entwickelung jenes Ausdrucks nebst 
verwandten Gegenständen mjtzut heilen. 

F) Setit mnn in die Gleichung I) — a, ß+\-, ß+t für 
a, 8, Y, so erhält man 



Da sich in diesem Ausdrni^ke a und ß unbeschadet seines Werthes 
verlauscben lassen, so folgt unmittelbar die Gleichung F), Auch 
hat man nach Entwickelung von (1 — a:)" im folgenden Integrale 



Suhstituirt man hier 1 — ^ fi 
Integral nur mit Vertauschun; 
Behauptete folgt. Ceber alles 
Abhandlung nachsehen. 



erhält ma 


d 


s nämliche 


d ß, wor 




wieder das 


man auch 


die 


Gausaische 



I 



AlsD kann auch den Bruch 



.g la-t-ß-t-2) ja^ß+i) 



■ ip- 




t Parsialliriklie zerlegei 



nach den bekannten Reg;eli 

mau ihn zn dem Ende gleich -Hs — ^Zpi"^ "" ''"'**' 

sich pK, wenn man ihn mit (? + »+ 1 mnltiplicirt und duD 
/S + M-f-1^0 Betzt Auf dieae Weise ergiebt sich 

1 .2 «4-1— ii.g + 2 — <i...g — 1 .a.a-t-l,a-^-Z... 



_«l-f-l — n.p + a- 



-2. — l.I .2. 

= (-1)-«-. 



Dnrck ZerleguDg des obigen Bruches erbält man alio einen d«i 
Aasdiücke F). Da Jener Bruch in Bezug auf o und ß aymmetiisclr 
ist, so folgt wieder die GUicbuug F). 



G) Alan hat die identiiche OleicboDg 



((-f-X.iI-f-a.,.i<+M a-i-i.a-i-2,..a- 



g+w+l-g-l-w-f-g....«-Ht-Hw 
n + l .n-t-2 n+m 



hl . 



71 4-2... ß + ». + »■ 



Der letzte Factor, aus » Factoren besteheud, nähert eich (ät eil 
wachsendes m der Einheit, wovou man sieb überzeugt, wenn nsD 
jeden Factor im Zähler und Nenner mit m lh«ilt. Man kann ilin 
deshalb wcglssaeD and erhält die uuendliche Productenreihe G). 




4iii nulumtml^ ii^hhiinftus aijituit.i > 



XVI. 




Einige Untersucliimgen über die Krümmung 

der Curven, insbesondere über die Evoluten 

gegebener Curven; und einige Bemerkungen 

über die besondern Punl^te der Curven. 



Herrn Doctor J. Ph, Wolfers 

astronoinischen Reebner an der Küniglichen Sternnacce zu Berlin 



Zuvor wollen wir einige Sätze anfübreu, welche sieb in ver- 
schirdcneD LebrbJicbern der AnalystB und unter nnilerii io Lacrois 
Trait^ elementaire etc. finden, 

I) lat p^^fa:) die Gleicbnn); einer Curve einfncber Kriim- 
muDg' zwiBchen iliren reditwinkli^eD Coordinaten, so wird die 
Curve ^c^en die Abscissennxe convex uder concav sein, je 
nnchdem dsi zweite Differential der Ordinate In Bezug auf die 
Abscisse positiv oder negativ iil. 

2.) Ist y^y(.j7| wieiler die Gleichung einer gcj^cbenen Curve 
und y"^^(a^") die GleichuDg des die erstere berührenden 
Krctaes, so hat man die Bediogungsgleichuogen: 

., rfy _ rfy" 

und es findet nur eine Berührung beider Curven, kein Durchacbnitt 
statt. 

3) Ist y'=/(,r') hingegen die Gleichung des die erste Curve 
oaculireuden Kreises, so finden die drei ßedingungsgleicbnngen 



statt, nod in diesem Falle wird der osculirende Kreis die Curve 
im gemeinschaftlichen Punkte durchschneiden. 

4) Die Aniahl der, eine Curve berührenden Kreise an ei Dem 
Punkte der erstem ist unendlicb grasa. Mao wird nämlicb von 



jedem l'uukte der jenem CiirveDpimkle &ng«börigeD Noi 
" jcbiedeoen Hnlbmeiiaerii Kreise aclilngea könoea, wciciie alle 
s gemeinschnftliclie Tangente baben iiod selbst bIÄo berülirende 
tWreise sind. Van diesen Kreisen nerden einige durch die Ourre 
eingesclilnssen, andere scblicssen selbst die Ourve ein und in der 
Milte zwischen diesert beiden ARhelluDgen von Kreisen liegt der 



derartiger Kreit und; die übrige Bezeirhming-'wiQ in .2}; ho Ttrd 
der berührende Kreis die Lug;e D'A" haben, d, h ander c<oiic,b- 
ven Seile der Curve liegen, wenn " ■ ''^"f » T Tff }"ij 13 



Er wird die Lage fi"A"' liubea, oder «ich an der 
der Curre befinden, wenn 

■ .«UyH .. .i»Wiii.ir ....■i„J; , 

r beiden Bedingungea liegt 




Dach 3) in d«i 
' coacnven, noch 
inerbalb gewitur 



und in diesem Falle gebt der berührende Ki 

I Seite der Curve liegt, sonden 

I mit der letztem zusiimmenfällt. 

6) Ist wieder y^f(a:) die Gklchnrig einer gegebenen Curvt 

d bezeichnet man den Radius des usculirenden Kreises, d. h. du 

lugsbalhmesser durch y, die CoordioaleD des Mitteliiünkici 

I dieses Kreisfes durch a und ß, so haben wir die drei GUi- 



7) Die Gleichung einer Curie zweiten Grndes, bezogen wf 
die Axe als Abscissenaxe und den Endpunkt derselben als Anfiingi- 
[lunkt der Cuordinuten, kann allgemein dargestellt werden durch 



oder wecD muo y' eli 

Für eine Parabel ist m=:0 und ;■ 



1^7 



irt uod reducirt 
\i{mj: + iur') + (m + 2na:)' j I 



2/«' 



llipBe 



lepativ- y,;= 



l-4mjr)i 






-2nj)')l 



P- einen Kreis - fi = — 1 -^s=Jm 

eine «jp.rb.l - . pdiilU -' > = H(»^+.^-<rKl»^-8W«-tf ,. 

Kr' dÄnScheiterpnnfct Ist a: ==(!■, irtd ' n ' "'' 



^ h. der KrütnmungälialbmcBser im Scheitel einer Curve z^eitef 
tnDtip; stimmt jlbereiu mit dem Halbmesspr eines Kreisea, der nit 
^n halben Parameter als Radius bescbriebco ist. ... 

8) Snbstituirt mna ebenso die Wertbe von liy und d^jf in den 

a: — a nnit y — j3 gefundenen allgemeiasn 'AusdriickeB^ 

ellmiriirt mnn p vermiUelat' iler Gleicliuni^ üor g^^icebcnen 

iii erhält man zwei Gleichung'en zwischen x, a und ß. 

piminirt mim eiidlich x aus beiden, so erhält man eine Gleicliung 

ß und u, d. h.dic Qteichuni; der zur gegebenen Curve 

^viiureuueu Kvolute oilrr, wie aie auch g;enannt wird, die Glei- 

diung der Curve der Mittelpunkte. ...;)n> In 

ff) Für die Parabel ist ■ 1 1 -1. ,i ■'■.!" ■!' ".un 



rfy= 



- äx, rf.-r* -f- rfy* : 



-Ar", 



- ,( (II 



Da aber Tür die l'i 



— *■ ■■ 

rabel ^'=E«Mr,'^if wird hiernach 
= — Zar — JM oder .»^ J(td*— J« 




■ Glcichnn^'der in Parnbel eotsprecheniteD Evolute, 

10) Ist (Taf. U. Fiff. 2.) X.Jx die Parabel, ^ß ihre Ate, J 
lod der Aafaugspiuikt der CaortliuBteD; 



dasselbe , was v 
g:efuiideu babeo. 

Ist AD = \ta, Bo wal 
der CoordinaleD nach ß v 
erbaltCD dsoii für die beidi 
eipfucbe GleicbuDg 



J 



uls Werth vaa f für deo Scbeitclpiiiil 

illeo wir für die Evolute den AofaDgEpunkt 

leilegeo, also a' atatt a — ^m eetzee, und 

3 Zweige Of und DF der Evolute die 



iDHD alle Curveii, deren Gleichung die Form 

haben, unter dem allfrem einen Namen von Parabeln begreift und 
sie unter einander nach dem Grade des Exponenten unteracheidei. 

11) Wickelt man also einen Faden um Df, so muas sein uhir 
D hervorragendes Ende =AD=\m seJo, wenn man die Par>- 
bei XAo! durch Abwickelung desselben besclirciben will. Wäre 
die Länge eine andere, etwa DJ, so wird statt der Parabel A\ 
eine anoere Curve beschrieben werden, deren Kriimniungslialb messet 
im Scheitel kleiner, nämlich = DJ ist. Die ikrlimuiung selhil 
im Scheitel wird zugenommen haben und wird immer grösser wer 
den, je kleiner DJ v/ird. Fällt J mit D zusammen, so ist il« 
KrümmuBgBhulbmeBser der durch Abwickelung beschrieheoeD Curre 
^0, also die Kriimmung Qc. 

12) Die Länge /'/^ der Evolute ist gleich dem Cnterscliiede 

MF— AD 
4er, beiden Endpunkten entsprechenden Rrümmungsbalbmesser, und 



ii diese sich (nach 6,) 
doBS die Curve FBf recmicau 
nicht bloss fdr die vorlieg^eade ßv 
die Evotuteo aller algebraiscIieD C 
Id d«r Tbat, sclzt man der Ki 
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darstelli 



lasBCD, ao zagt ea sieb, 
tl ist. Diese Ei^eoscliaft gilt 
Jute der Parabel, BODdern für 
rven überhaupt. 
rze wegen 



u ist die Gleichung der vorliegenden Evolute 

und wenn eine uubestimmte Länge der Evolute dutcfa "v bueichnid ' 

wird; 

v=jyi + -£pa' da' 

13) Behnfa der Quadrirung der Evolute haben i 

3. c 
et, 

«=pl^«'l tfa' = |;)» a1 = la'jj; 

also I dsB Über a! und |3 gebildeten Rechtecks DO/H, wogegen, 
wenn statt Df eine Parabel gezogen würe, der durch die-~ "-'' 




De rlachemaum | des entsjn 
den Rechlecks betragen würde. 

14) Um den Flächenraum zu bestimmeD, welchen die durch 
ündrebung der Evolute um die Axe AB beschriebene . gewölbte 
Oberfläche hat, haben wir den Ausdrnck. ,. 

BUS welchem sieb durch Integration ein geschlossener Ausdruck 
ableiten läsat, der aber freilieb etwas weittäuüg ifrt. Setit nao 
" Blieb der Kürze wegen ,„, .,, -in\-^,;-iir>''K- 




,B4«Mt BfllMaiab l|IMBii (■• d^"*) Mf fl 



10 wird OBch eiiijgW Redoctian 



uDtcr in hyperbolisi 

15) Um den Cul>ik 
zeuglen Körpers zu Gnd 




Ä=Jr /^' rfu'^jT //'"" (/B' = 4jr;>a'* = 1«^, 



tadfl 



Cylin- 

S CDt— 



aUo ein Viertel des CylinUcrs. desseo Grundflnche ß zun 
bat und dessen Tlölie =u' iit. Wäre Bf moe l'uraLel, t 
der ikrer Umdrehung eDt^prechende Kürper der Hälfte jeni 
ders Kleich sein.' 

Mnti kann dnlier eine der Coastruction des Archimei 
sprecliende Dnrstellung ant^ebeD , woJurch das l'efhallnl 
Cylinders, dessen Hölie nocti einmal so gross als der Radius Heiner 
Grundllacbe isl, lu den beiden Conoiden. deren erzeugende Curien 
rcspertipe. eine Parabierunil die Kvolute cioer Parabel sind, ausge- 
drückt ivird. Die Hülie des Cylinders soll' bierkei die gemeinscknrt- 
liche Absciase der, beiden letxiern und der Bodiua der GrifndQäcbe 
des erstem die lugcbörige Ordinate bezeiehueD. Für die Parabe/ 
wäre demnach 



K^Am; 



y'-^zmx, y=-\x, abo 
für die Evolute 

?-=K-./' = X. "■=^=H 

Wir erhalten dann das einfache Verliätlviss des 
ffesammlen drei Körper, indem mno den Halkmi: 
fläche den Cylinders oder in Taf. II. Fig. 4. BF: 

Cylinder BCED = -i^*ji 

'" ■ ' CoBoU ^eBCffJ= r'n 

...4,1,.. ,-. 4JBCkA:=:^r*Tt 



Cubikinkall! 
sser der Gl 



Xl'-iKf.'rinrr.i 

gel : Kepel=:3 

16) Für die Blltpsi 



61:='^': 2: 1, ^ 



und Tcrgleicben wir 
Gleichung, so ist ki 



igegen bekanntlich C;l. : Hf- 
it die Gleickuog der Kegelscbnitte 

diese mit der in 7) aufgestellten allgeaeinm 



Ml 






I ■ t 



wobei der Anfang^spunkt der Cot^dinaten mit dem Endpunkte der 
grossen Axe 2#y , zusammenfällt und wo 6 die.)ialbe kleine Axe be- 
zeichnet. Dm die Sache etwas zu veremfachen ^ verlegen wir den 
Anfangspunkt >ddr Cadrdhuittn^' nach dem- MiMI punkte- der Ellipse, 
und haben dann bekannlljch für dje. letztere die Gleichung 

Ans ihr folgt "^ .»';>ii;jn -..?• / • ^.'.. ',•. o .::■•] .?. ..j" 

gesetzt ist. ^ _^ • ' -'•^n<| '.:.;», yvjjiii.'i ; 1. 

: S^HstiVbii^tt^ Wir ^ \i^d€f 'WfeHbe in detf dbei' iiv^) «iifgMtbUten 

^g^^<^"Aull(lHI«keii von at — A ttnd ^^/^rffo wirdii '' •' '^i »- 

y-/»= -51 — ^i — ^ TT ^y'^-Ts — 

r. r ^ . <• 

» .• >%> .. •*. . - >- "ft 

oder anA itTs^d^er ^sFetf'von beidin ~* 



.11 - ly.iM 



4u8 der zweiten fblgt ' '^ ' *' ' ■ "^ '^v --^j.. ,^. 



oder nach einiger Transformation 



■.il ;.'•••■ . • !: f < i i,i 






Wenn man zuerst ^ mittelst der Gleichung der Ellipse aus II. 
nnd dann aus 1. und IL a: eliminiren wollte, so würde die iMkt* 
tirende Gleichung von eiq^- bbbij^n Grad^^.nusfallen. Zweckmässi- 
ger dürfte es sein, zu de« ifk Qiezug ai^f die Evolute der JSlIipse 
anziistellenden Betrachtungen die Gleichungen U und II. zu be- 
nutzen und damit die Gleichung der Ellipse'; , ! »i . * 



111. f^^^'^^a:') 



ZU verbinden. 



fr...j .. 



^^p 




-1 


^^ 142 






17) [Tm die Punkte aof JB und BC Taf. II. Fig. 5. zn 
in denen die Kvolute die groaae Axe scbneidel, setzen wir 


t>dn, 


'^ , also Duch 11, 3/^0 
• ^.n..,!)!:! . - - 111. •' — ir» = oder «= ±« 








; und - 1. o = ±-^=±-^ = ±«* 




- 


Der vorletzte Auadrnck von a eignet sieb am besten 
Taf. 11. Fig. 6. angedeujieten CoDstruction. 


.» 


der« 


AB=^a, Brt=BP=ae, BQ = BF=^~^. 




und awar wird | 


F dem Punkte J, 






o . - C 






der Ellipse entspretben. 

Cn eben so die Durcliscbniltspunkte auf DBB kd 
setzen wir, da der Anfangspunkt der Cuordioaten aicli 
findet, 

ß=0 


erbauen, 1 






atso nacb 1. j^ = 






- - lU. p = ±* 






und - \\.ß = ^^b'==p^^ = =p^ 


-r 




Nach dem vorletzten Ausdrucke lässt sich der Werlh von ß 
man erhält so die Punkte K und L und zwar, weil y und 
gegengeselzte Zeichen haben, wird 




A dem Punkte O, 






K . - E 






der Bllipse entiprecben. 






18) Ans 1. folgt rfa= ^' rf>, 




E^ .-■ ,..,] .,..v .,,.1',.^ , aß «• y» rf^ 

L Ans III. aber ergiebt sich 






•_ 






1 


|. 


u 


j 



ÜB 

^— -Ü IV .*!■ 



OBd auch 

Da DiiD aligemeiD 

^ rfV ifcg * da:* da: * rfar» ..^1,^, 

80 haben wit zu diesem Ende <>. r«: ..'i. .<.: iiiirfi». 



i < 









und 80 



dx — 6* '"^^^ S? ^ lAVA"*" 6* ^ da: 



d*ß 






»*/ /a*y* -4- Ä'a?i\ 



endlich 






iE» > Ze^x^y 
lo 80 fern also y n'e'gfatiV fsJ,'w!e nier unterbalb ^C> ist das 




halb ^C\*^'ilb Hirifd' jenes zweite Differential neg 

sacb 1) FKO VLXk\^t*LO gegen die Abscis9|^axa convex 

19) Diese 'Corte der Mittelpu^icl« oder £F^Vte der Ellipse 
■oss nun rectifitobel sein. 

In der Tbat wird 












e*x^' 

1 1 ü 



V/.H-g. 



^ . 3«? . .. nV^Ä» — e^x* 






Dm die LÜnge von FK zu erhalten, müasen wir dieses Inlei 

oder _ _ - 

nehmeD und crhalteo so: tV.' \ li-^tUi !'■. 11 t n 

20) Um die FUcbe FKGL zu quadrireo, haben wir 

n'epden wir nun nach eiDondcr folgende iDtegralforneln 1 
— (»— l)«/(a + ßr»)"i»-i(tej 

■'■' f die \ I /— 

•■''"'•'' " /t^f=S°=v7?""™,<^K;rl 

ao erhallen wir 

— }o' «M syi — i -f- C. 
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imr Bestimmung der F]äehe\FJ?Jr t^fissen wir diess Integral 

■ 

von a = — 0^' bis a = 

von a?= — « bis ^:=:0 
rstrecken, nnd da für den erstem Wertb von sc 

— 32 "T^' ^ 

ür den letzten Wertb von jp > 

Ist, so wird 

und • 

* 
in welcher letztern Form sieb der Wertb auch durch die in der 
R|fQr enthaltenen Grössen veranschaulichen lässt. Denkt man sich 

üämlich zu FBzz^ae^ als halber kleinen vlu^ ß K ^=1 -p • ae* als 

halber grossen' Axe (17) eine Ellipse .constrnirt, so ist ihr Flächen- 

iobalt bziz^ae^.ae^n, und der Flächeninhalt der Figur FKGL=z\ 

Von jenem.. 

21) Zur Bestimmung der gewölbten Oberflache, welche durch 
Ilndrehung um die Axe FG entsteht, haben wir 

«=2;r fßVdß^ ^da^^ — ^n^ ^ fifVa^-^e^a:^ a:dx 
= — ^ fia^—a:*) V (a* — ai^\ («» — «»«») xdx, 

?an iit «»-!-• a*ef* = 2i»» — ä», ferner setzen wir 
TMI IT. ' 10 



^^^^^^M 




r* 


■-' 


^H^^T^^t 


^^^^ 


1 
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Ä' = a 


1 ar*^»*, xdxsTz^ds 


-■ = tj 




\/«*-Ci 


»' — Ä'|a^*-t-c 


'X* = l^«'— (2«»— i')s+c»s 


so wird 






1 






;«■ fjx yg-iftäx i^m. 


1 


Pas zweite Intej^ral gebt 


über in 


] 




-^£ 


_,?4-!/,.K«. 


1 


Hiermit verbuodeD das erste 


1 






>•_/;& i/Ä, 


1 


■0 wird 






J 




isi -«'+;& 


/■^I/Sl 


1 


l 6e'7t 

1' -^ 


lii:'" + £ 


2..= -^». + *.^^ 




1 




. i' 4aV-(2a'-A' 
"**4e' 8e' 


'-fvi 


L-- 


ie!='"+fi 


^■■-'•■+"K« 




■ 




1.- «.■ , '" 2. 


+ 2.1^1 


P^=ss 


|I ^,_^i»2...-^!.. + J.^^ 




1 




-T 8? '"('••" -'^'■■+*'+ 


üel/S«. 


B Um die d 


r Umdrehung von FßK entsprechende Flache 
ganzen zu erhalten, muss das Integral wie in 


d. i. A 
20) 


^ Hälfte de 


^^ 


von 


« = -« bis * = 




^^ 


d. b. - 


« = o' . ,=0 




^^^^^ «Kfreckt werden. Für 
V~ Eweiten It = a; und so 


den ersten Werfh wird Jt = Q 
diese Fläche 


liir du 


^ = 


Ä"i-i"-+!Ä"(^--«-)-i&'"fi 


7l- 


^^^^L ») Cm die Cucv« I 


cubiren beben wir 


^ 



1 


m :, m 


f 


-ir=./,.- = .^-l_^,.,.^ H 




=^' ■£/(-— )•«•'- ^M 


„ 


= IS 1 ä«**" - i-'^' + *»'^' -t'^' 1- ^^( 


die gaoze Bvolute ist dieies Integral zu erstrecken von 1 
h-a bis ^^ + a, «luher in diesem Falle J 


r 


A-=Sli-4 + t-t|.- = ä»¥. äH 


usdrnck kann man auch foIgeDdermassen schreiben: ^^^H 




^=s '^ <f''^') <T "''^ ■ ("-'>' ^H 


fenn man die in 17) gefundenen Werthe der halben Axen der ■ 
te, nämlich | 


!*■ 


/'Ä = ae' mit Ä ^^J 




BJl= . mit ^ ^^^1 


ncfcnet, und die letztem Bezeichnungen in den Ausdruck für ^^1 
.etzl, 1 




ür=S,^..fl. 1 


Cnbikinhalt eines Ellipsoids, dessen beide Axen ^ und ß, und | 
MS durch ömdrebung um die kleinere B entstanden wilre, J 
9 dagegen sein ^^^J 

.^1 


r 


man das Verbitltniss hat ^^^| 




if.:A-=A:g = 3ä:8 ^| 




9 


B> 


Die für die Evolute der Ellipse gefundenen Ausdrücke V 

die, der Evolute des Kreises entprccbeuden über, indem 9 

= 6, e = setzt; olsdano wird aber nach 16) ■ 




I. = 0, II. ß = 0, HI. y' = o»-^» 1 


^iie Evolute des Kreisea ist keine Curve, sondern ein Punitt, 1 
■WBf der Anfungspunlit der Coordinaten, welcher liier der Mit- V 

1 


1 





^^ 148 ^M 


H telpuDht ist. Dies» Ut ein Resultat, welche« man freilicli iiueh 


K ohoe Caicul hätte erhalten köonen. 


^K 24) Die BetrachtUDgCD über <lie,<tler Hyperbel entaprecheDdea, 




■ Evolute werden sieb dadurch vereinfachen " lassen , dasa man am 




^M den für die Ellipse irerundeDen Resultaten einzelne durch Anuloeifl 




■ für die Uvperbel ableiten kann. 

■ Die Gleichung der letztero, für den einen ihrer Scheitel ili 










W y' = ^(2a:r + ^') 




und vergleicht man diese mit der allgemeinerD Gleichung der Rt. 




gehcbnitte , 




- '. ^^ — ma;-t-ax' 


j. ' . so ist in diesem Falle 


_2A' _i' 




Verlegt man den Anfangspunkt in den Mittelpunkt ß (Taf. 
Fig. 7.) des zwischen beiden Scheitelpunkten befindlichen Sib 


der Axe, so wird die Gleichung symineirischer, nämlich 


j..=^(^.-«.). 


H Aus dieser erhalten wir 


B ^ — ^ ^ ^ — *L 




■ J-x>(."-(-»')-l 




■ 


' öder wenn man, der bei der Ellipse angewandte TransforMl 


analog, 


o» + Ä»=«'e» 


setzt: 


■ di/'-t-dx' h-> ,e'^> — o'. \ 




■ da:' a^-^ y> ^■ 1 


H Setzen wir diese Werlbe in die allgemeinen Ansdrücke von x—^W 


■ und y-^ (6), so wird ^ 


H j> ^^1 


B ^ a *' * "' "' ^' ^ , - - .. »'y V 




H * " — -'-y AI «•y-<*'^ " * 6* ■ 


^1 J^B 


^L g' — g'jj 




^^^^^^^^^■r~ "* "V 



r- 








y , 


^^^H 


i 
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H 


und liieraUB 




1. 


° = P 


V*. 




l Ferner 












§— s 






.... 


«'!j^y'+«'l 


^.' 


y 1 


1 y ^1 




1 




= , 


"Äi-y'-*-*' 




'■ fi' 




■id UuiDi 












r 




ir. f 


= AT 


■?'■ 




Aus dem entpegengeaetzlen 
bei der zur Ellipse geli<irif!;e 
Bitiven Werthe voo p, e 
XP gehört und umgekebrt. 


Zeichen 
n Curve d 
wa Aitf, 
Demnach 


n I[. geht hervor, dass 
r Mittelpunkte zu einem 
ein negaliver Werth vo 
wird 


ii 


die Curve J/J d«m Ziveige 


CE der Hyperbel 








HK 




CD - 




entsnreches, 
Hyr^bel. 
• MuD kö 


und ganz äbn 
nte nun y ans 


ich für den zweiten Theil FAG 
II. eliminiren mittelst der Gleichun 


der 






in. ff- 


=^(- 


-«>) 




nnd aus der reanltirenden Gleichung und 1. x fortscliaffen , um so 
eine Gleichutift zwischen « und ß zu erhalten, wclclies die der 
Evolute sein würde; allein wir wolteD lieber, wie wir ea bei der 
Ellipse gelban buben, die drei GleichungeD selbst benutzen. 

25) Setzt man zunächst S=V, ao wird aus 11. 7/^0, uu9 111. 
^ = ±«, ausl. « = ±«.^ 

Diese beiden speciel>en Werthe von u geben uds die beiden 
Punkte ff und ff' der Evolute, welche res|peclive den Scbeitel- 
punklen C und ,i/ entsprechen. 

Die nun weiter folgenden Iteimcbtuugen werden, wegen der 
ganz gleichen Form der beiden ersten Gleichungen mit den für die 
Ellipse ihnen entsprechenden, auch den dort nngeatellten sehr nahe 
kommen, wessbalb wir uns hier etwas kürzer fussen und die dorti- 
gen Besullale ohne Weiteres anwenden können. 

Wir haben demnach 




i- 


=-r-- 


^.■% 


%=^^' 


^ 


«Iso 








' 




U 




t = 


-Sf = 
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da S£^ , rf»tt 6«»^ 

dx Ä* ' ite* «• 

dx ~ b^ ^^' i/jT» "" Ä» ^ Ä» £te 

%£^. ?£!£ ^ iE. 

3«» Sc'ar* 



— b^y -« 



ö'y 



und 80 



%e^x^ 3£^ 3e»£». Sg'oy 6g*J^ 

/ 9g*a?»y 9^jr* v g* 

g* . ^^ar» —tfay» g* 

Es gelten daher auch hier dieselben Regeln wie 18) ülier die coo- 
yexe^und concave Form der Evolute. 

26) Zur Rectification der Curve haben wir die Gleidiang 






«U? rr 



3e' 



= ^Ja:da: Va^b^jg:^ — g*^» + ö^a:* 



Jf!. 



oder 



r = ^ («»AT» — g»)S + C. 



27) Zur Quadrirung der Evolute haben wir 

m 

und hierfür findet man nach denselben drei ersten Integralfonudi 
wie in 20) und der vierten 



/ 
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I 

28) Znr Bestimmung der gewölbten Oberfläche haben wir 









f[aDz denselben Ausdruck wie bei der zur Ellipse gehörigen Eto« 
Ute, nur mit entgegengesetzten Zeichen; also nacn der dortigen 
Auseinandersetzung in 21) 



gesetzt: 

y'Af -.J_ 1 , 2#*IB — 2«» — Ä» -H 2ßV/Ä 
VR « 2^ , 

4a»e» — (2a» +^»)» = — Ä* ; 
endlich 

__6e*yr . 1 „. A» (2g»« »~ 2a» ^ i&»)V^ig 
*~a»Ä» '"■ 66» • ^ "*■ 4«» Ä^^ 

. Ä« 1 . 2e*» — 2«» — Ä» H-2^;^, . ^ 

29) Zur Cubatur erhalten wir die Formel 



I 

I 




I 







II. 
nige Bemerk ungen über di« beson 
Curven.- 

Ist y^^[x) die GleicbuDg eioer Curve, 



Punkte dl 
^hmeo di 



tiven Ordinalen so lange aa Gi 
hingegen so lange ab, als ^ 
Punkte der Curve ^ ro 



• »Is^ positiv, neb. 
I ist. Wenn also in eil 



in Negativen übergeht, 
ist das demeelben Punkte eDlBprecheude y ein Haximum, in i 
geirengeserzteD Falle ein Minimum. 
Ist z. B. 

y^Ä + clar-i-a)", 

lacb dem tud x entsprechen, je nscbi 
)Uo »t — 1 ungrade, so wird 



so wird ^ dem Zeichen 
fl» beschnffcn ist. 

1) Es sei »t grade, 






(^ — «)"-! neB||iv 
positiv 

es findet ein Minimum statt - ;r=a. 
Denn für ^ = a — h wird y = Ä + cÄ'" 
und - a: = «-t-Ä - y^b + c/i" 
also beide grösser als für :r = a, wo j/^b. 

im Negativen zum Positiven über entn 
Im vorliegenden Falte findet dai Br 
statt, es ist also im gesuchten Punkte 



^ b. weil ^ die trigonometrische Tnngente des Winkels be» 
den die BerührungsHuie im betrefi'enden Punkte der Cnrn 
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I 

der Abscissenaxe bildet» ist diese Berfihraogsliaie der Abscissenaxe 
parallel^ wie MR in Taf. 11. Fig. 8., wenn 

^ PM=b. 
Man kann diess aucb so fassen. Aus 

dx 
folgt dnrcli Integration 

y:^ConstanS| 

d. b.^ im Punkte M ist das Element der Curve eihe grade Linie^ 
welcbe parallel mit der Abscissenaxe fortgebt; ein Resultat, welcbes 
der Saciie nacb mit dem vorigen ttbereinstimmt« 
Wäre die gegebene GleicLung der Curve 

y=Ä — c{a: — a)*, 
! w wird 



V 



I . 



I 



dx 

du 
' ond bier geht -jz von -+• «k:A»^i für or = a -r ^ 

dnrcb - jr=:a 
in — mchf*—^ - jp = äf-+-ä 

über, daher findet in diesem Falle ein Maximum in M (Taf. II. 
Flg. 9.) statt. 

2) Ist in der ersten Gleichung 

y'=zb'\'c(ap — a)*» 

«ungrade, also m — 1 gradet so wird, für acssza^^h, 

und auch, fiir o? == « + A» 

dx 
lad in der Mitte liegt, für jr = ii> 

dx — ^' 

Ein Maximum oder Minimum kann daher in diesem Fal^e nicht 
itattfinden« Betrachtet man aber das zweite Differential 

. = isi.(j»— 1) c(^ — 41)»-«, 



\ 



% 

t 



* / 
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80 wird, da i»-^2 nn grade iBtj 

für a::=ia — /f, -^ = — m , {m — 1 jrÄ«*— *; 

- * = «' 5^=®' 

Die Curve ist also Dach den frühern CntersuchuDgen (1) für 
a: = a — A concav und für a:=za^A conTeK (Bregen die 
Abscissenaxe. Der Punkt M (Taf. II. Fig. 10.), in welchem sie fdr 
a: = a von dem Einen zum Andern iibergeht, wird ein Wende- 
punkt genannt. 

Für c negativ, wie in der zweiten vorausgesetzten GleichttDf|[, 
würde die Curve umgekehrt von der convexen Form gegen die 
Abscissenaxe in die concave iihergehen. 

Im Wendepunkte ist also 

una aus dieser Gleichung, erhalten wir durch zweimalige inte* 
gration 

die Gleichung einer gradeo Linie, d. h. im Wendepunkte ist dai 
Element der Curve gradlinig und diese grade Linie gibt, da 

zugleich die Richtung der Tangente MR in ^ an. 

Oben haben wir den Krümmungshalbmesser einer Curve 

a+.Ä 

da:* 
gefunden. Im vorliegenden Falle wird für den Punkt M 

da: 



also 



0=- 



,=-y=», 



d. h. der Krümmungshalbmesser unendlich gross, die Krümmnig 
also unendlich klein oder vielmehr das Element In M gradlinig. 



3) Es sei m eiD Brach , dessen ZShIer gi^de (ind Nenner un- 
grade, etwa M = -|; so wird 'aus 



also fiir 



*1 9 c 

■ 1 , ; ■ 

Da hier -jz durch oo vom Negativen cum Positiven übergeht, so 
findet im PQakt üf ein Minimnm statt, denn sowohl 

, . fiir ^&=:a — A ist y = ^-|-€JÄi, 

als auch - ^ = i» + A - y=^ + r^l. 

Ferner ist in M (Taf. IL Fig. 11.) die ^Tangente, wegen 

^ =: oc, . 
dx ^ 

» ;• • ■ - 

WDkrecht auf der Ahscissenaxe. Da 

und so 

r 10 ist die Curve diess- und. jenseits ^ gegen die Ahscissenaxe 
y concav und der Pulikt M kein Wendepunkt In M ist für a:'=za 

* 

Ate» ^ 

Dieser Punkt, in welchem die Curve hei der Vereinigung der bei- 
den Zweige DJÜ^ und EM (Taf. IL Fig. 12.) plötzlich innehält, 
irird K eh rpunkt genannt. 

Für c negativ wird M ehenfalls ein Kehrpunkt, PM aber, ein 

lUzuvu«!» ifidem nun ^ durch 90 vom. Positiven xum Negativen 
ifcei«eht. 



.T» 



[i 



: t < 



I 



1 

tich DTOsa. wü ' 



wird im Punkt M=0, die Krfiminung' alsii uoeudlicb gross, 
euch iter Fäll sein musg, dn die Curve, obrie in Bezug auf concav« 
oder coQvexe Form ihre Lage gegen die AbsciBseuuse lU äodera, 
doch die Richtung ilires Lautes sellist plötzlich ändert. 
TVeoD deniDBcli i 



findet ein Maximum oder I 



: nacbden 



-r- vom PoBitiveo 



im von y statt. 
Negativen oder uma^ekebrt iibergelit. Findet 
kein Zeichenwecbsel statt, so ergibt sidi weder ein MaximuiD Di>ci 
ein Minimum, aooderti ein Wendepunkt. 

4) Die Tangente am Wendepunkte oder am Kehrpunkle ksDD 
gegen die Abscissenuxe eine gane willkiiljrliclie Lage buben, di 
mun ja die Lage der letxtern Linie beliebig ändern kann. Der 
entere Punkt jindct sich stets, wenn man 



1 binter dem gefundet 



seilt und ^^ \ 

Zeicben baben, letxterer hingegen, 

bleiben. 

Während 



a Punkte verschiedcot 
: Zeichen unverändut 



, erhatten wir Ui 



y^Ä-t-c(ar — a)^ für x^=.a, yz=: Minimum 
y = li — c{a; — a)' - ^^ö, y:= Masimum 

I beiden Fällen einen Kehrpnnkt M ergebt 
y=Ä + cC.r — ff)l 

^0 einen Wendepunkt, weil 



.\c{x 



-«)'-^=-25r 



t?^rt + Ä, 






2SAä' 
ind die Curve erstreckt 



1 von jenem Punkte a 



w 

■ Hätten wir 
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Hätten wir dageg^en die GleicbuD^^ 

y =:&'+- c(^ — a)l 

SU wiril y imaginär für x^a — h, also endet die Curte mit 
dem kleiusten Wertlie a:^a^ in welcLem Falle y^b; hingegeo 
für jeden Wertli x-^a-^h wird 

y = b^ch\ 

so daSB Jeilem Werllie a-\-h von x zwei Ordinalen entsprechen, 
wekbe npier sich um 2r/'l vcracliieden sind, wie in Tiif. 11. Pi^. 13. 
in welcher M den VeTeiniguti|^g|iuDkt beider Zweige ME und MD 
bildet. 

Um die bisher gefundeuen Rcliitionen aii einer bestimmten 
Curve durzusli>llen, denkeD wir uns deo Kreis DFE (ThC. II. 
Fig. U.), welcher ouf der Linie ÜG fortrollt. Kio innerhulb der 
Peripherie gelegener l'iinkt R wird olsdann eine gestreckte 
Cyclo'ide bescbreibeo. 
Setzt muu 

B.C=a 
EC=r 
uad ist der erzeugende Kreis nach HG gekommen, so dass, wenn . 
I <LDCF=v 



u wird der erzeugende Punkt sieb jetzt in K befinden, indem 
<3LBt=:v. Die KM, senkrecht auf ED gefällt, sei die Ordi- 
nite y nnd HM^x die Abscisse des Punktes K\ alsdann ist 





^^H 


r .. 1 


1 


^ 


ft=. „d g=». 1 


1 


' Die erstere Bedingung angt, daxs in R die Tangente der 
A7 senkrecht nuf der AbBcisseDaxe ist. 
Dn ferner für 






* r + »... .. 


'H 


"— "■ i* «.ma- 


■m 




ll 1 ji ''*' 1 *■"*"" ■'''* ". 


m 


" — + °' i» + «>ili . ' 


m 


«0 ist in diese 
So lange 


D Punkt y ein Minimum, nämlich ^0. 
« + r CO. «>0, 


\ 


bleibt g negativ, also äü: gegen ÄOconcav. Für 


1 




o + r CO. B = dm CO. i>=—J 


1 


wird 


s=« 




und es tritt de 

1 


Wendepunkt der Curre ein, indem für 
fl + f COS f <0 




1 Sp"i"v, 


also die Curve gegen RD convex wird. Vit d» 1 


■' Wendepunkt hat man 




1 


a:-.+ " "''• + '■1 




Für B=1S0' 


wird ^ = 00, mithin die Tangente wieder 


senk- 


-"- 


Ferner wird in diesem Punkte 




rfy-r + «co. .-» 


■ 

1 








„ ifln» I n ^ - o sin a , 


1 


v—\W -t-«, ^j^_ ^_„e„3„, 


^L mitbin a!^=^ 
^^^^. Drücken n 


ein Maximum, 
ir, nncli Elimination von v, ^ durch ^ aus, 


owird 


iL 


= r . urc cos ^-^ + «V^^i« - a:) 


^ 



1 






"^H 
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ifl 


and es vnrde also für ^>2a, v im« 
' Punkte, der dureb 


Sinür werden. 


In dea '. ^H 


, ,.= ISO- 






^1 


bestimmt wird, findet ein Zusammenlr 
Cnrve statt, und in ihm wird 


ITen zweier 


Zweige der ^M 


s,=™. 






-1 


Da eadlicb fiir denselben 






1 








M 


und 






^IH 


fiir.= 180--«,g= + !^ 


f^P"' 


iv; 


^ 


ifff r cos 


a — a 


tlr; 


1 


- c H-a, ^, "^ — n" 


sLuo" "^S" 


so ist der gefundene Punkt gleic)izeiti)i; 
ehern die Lurve vom Convexen zum Co 
Abiiciaaenaxe üherKclit. 

Von diesem Punkte aus geht ein d 
in welcliem roD f=l80'> bis 0:=36O 
welclie wir für die lieiden erslea ftundr 
beu, in entgegengeHetzter Reilicfulge wie 


ein Wendeijuokt, in wel- H 
ncBven in Beiag unf die ^M 

uer Zweig; der Curre an,. ^ 
o dieselben VerliältnisBe, ■ 
■»nten von v refundeu ha- M 

1 






., 


■«muH M 
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AM 


A o f g a b 


e. 




Von 






..,. ■ ■ 


HelTD Doctor Aoton 


Vüllas 




1 


lu Wien. 






J 


Eaaei 






m 


m,:=tK 








«(m-l) 
"•— .-1.«,. ., . 




■ 


j 




^ 



»,(«,- i)..]«i-H-\)i 

"* — 1 . 2 . , . A- 

) hat man, wraigstena für jeilea ganze (loaitive m: 

, ff/, =»!,'— 2«, 

«,^w».'— 2M,i«,+2o», 
ffi,:z=»j,<— 2m,m,+2i)),i!>,— 2ot, ,1 



— 2OTr-I<»r+» + 2«(r-4»/r-M 



MaD verlangt den Beweis dieses Satzes. 



xvm. 

Sammlung physikalischer Aufg;aben nebst ihi 
Auflüsiing. Zum Gebrauch In Schulen und befl 
Selbstunterricht Von Dr. Friedrich Kries, 
Herzogl. Sachsen- Coburg -Gothaiscben Uofrath 
und Professor, nielircrer gelehrten Gesellscliaf- ' 
ten Mitgliede. Mit zwei Kupfertäfeln. Jeua, 
Friedrich Frommann. 1843. 8. 15 Sgr. 



Herru Professor L. Kanze 



Die Physik bietet fdr die Bildung fon UebuDfirSBufgaben, di« 
t Hülfe der elemeDfaren Mathemotik aufgelüaet werden kSnnen, 




ISI 



Ricfaen .Slolf dur, dasi inaa aicli billig wutidorn idum, 
lie für soIrL« Zwecke bis jetzt b» wenig benutzt zu seheu. Ohne 
lier die ür»acheu dieser blrsclieiouna; uäbcr zu erörtern, wird wolil 
Niemand die NützlieLkeit einer SommluDg |jbyaikuli scher 
Aufguben in Abrede stellen, v/ena nur die AuHwabI und die 
B«bandlung derselbeu dem BeüUrluiss der Leraenden gehürig an- 
gcgiasst ist. Und wir können das Letztere vun der vorliegcDden 
SuromluDg mit gutem Irunde bebaupten. — Sie wird gewiss allen 
Lekero der MtitbemHlik und Pbysik im Kcbulen eine willkommene 
Erscheinung sein, insonderheit über vun Denen freundlich begrüsst 
nerileo, die nach den weit verbreiteten Lel^rbiichern des ebirwUrdi-v 
gCD Herrn VcrfHasers ihren Unterricht ertheilen. ' , 

Die ganze Sammlung enthält 318 Aufgaben^ nelist den volt- 
itandigen AuDösungen. Jene nebmen 43 Seiten, diese 115 Seiten 
cid; welche zwei Zahlen sich beintilie wie 3 zu 8 verhallen. Die 
Aufgaben sind mit fortliiuienden Nummern verseben, sonst aber 
nacli Kwölf verschiedenen Dehersch ritten geordnet, die wir zur 
nShereo Bezeichnung des Inhaltes hier nambatt machen wallen., 

I. Bestimmung des Rpecifischen Gewicbts der Körper (15 Auf- 
gaben). 

II. Bewegung der Körper (13 Anfgsbeo). 

IIL Füll der Körper (Schwerpunkt; scliiefe Ebene; Pendel; 
Jbfgaben). 

JV- Stoss der Körper (49 Äufgiihen). „ 

Ett. Gleicbgcwicbt fester Körper (23 Aufgabent. [ 

||V:i. Gleictigewicht flüssiger Körper (23 Aufgaben). , J 

ßV'l- Verdichtung und Verdünnung elustiscber Flüssigkeiten {9, 1 

|fb(!t). .'l 

.Vlll. 0|eicligewicbt fester und llUssigtr Körper (16 Autgaben], 1 

*" \rchimcdische Aufgabe ( mit eiuigeu audereo , lusani. | 



betrefTen^ 
mit deni ] 



1 Licht betreffend (76 Aufgaben). 

e Wärme betreuend (7 Aufgaben). 
H|,jCll. Gegenstände der i^ngcwuirateu Nnturlebi 
tMtli. Geogrnpbiei sphüiisdie AsIroDomie; Hühenmet 
Btronicter; 37 Aufgaben], 

Wenit wir uns nun eiluulcn, dieser Inliiiltsanzeii, 
Bcrkungen über die Aufgaben selber beizufügen, su geschieht eij 
lediglich in den Interesse für die sule Sache und in der Hoit'nun|~ 
dnas diese Bemerkungen in dem Archiv keine unpassende Stell 



Ender 



m 



2) Bei den AuQä 



den Aufgaben 1. sollten mit den verwand^ - 
en; denn, der Schüler kann sie n-idit lösen, 
sehen .Sutz vom Auftrieb nicht kennt, 
lungen der Aufgaben 13, 14 und 15 aebeiKtt I 
ubsolule Gewiclit p des Körpers in Bolrael^i 



i VdIu 



verhalten nie die speciftschen ; p fällt auch 
nnng heraus. Wir würden die Aufgiihe 14 n<i 
■n vnrlrngen; In einem Gefäss befindet sich 
darüber steht eine leichtere ß^. 
van heliehiger Gestalt) 



Jit p des , _ , , 

lulen Gewichte sick ' 
immer aus der Recb- ■ 
ch etwas allgemeiner L 
eine Flüssigkeit ^^ I 
Kugel C (oder ein Körper^ 1 
' .chwimmt auf Jl 




inlau«! 
9 liei 



M 




l)emnacli iat für d 
folglich 



. .... Mi.r ,■ ■■-r,,\ .., 

Ä-Sugel =Ä 

unil tlua SegiDont Of der ^•Kiiffel =snX 

ar der Ä. Kugel =Ä{t — ^). 
des GlcichgcwicLts *rir+ifl~,r)^=f, 



ZnslBDil I 



C— /( 



Der Herr VerfnaBer hat £ für dus LiieHige c und 1 ßir dai bi«ii({e 
i( geietzt. In der 13. Aufgabe ist uud uomitlelba 
Aufgabe 



-18,6 ■ 



= 0,53968 . . 

c=x{a — l')-^b, das gesuchte «7=0,6. 0,i)9S7-H0,U013^0,6(HI52. 

3) Uei dem hullistischeo Problem, Nr. 37., snct der Herr Verf. 
iu der Außösung: „Un ein schief \a die Höhe gcwoi^ener Kiirper, 
ohne dp.D Widerstand der Luft, e!ne Parabel besclireiht, so musi 
hier die Theorie dieser Linie berucfcaifchligct werden." Der Herr 
Verf. geht imii von der Gleicttun^ der Parnbel aus und beruft sieb 
dabei aiif «ein bekauolea Lehrhoch der reinen Mathematik (6. ,4uB.), 
Er hat jedoch weder in diesem, noch in seipem Lilirbuch der Pbj- 
Bik (5. AuQ.) nachgewiesen, dnsa die Bahn eines schief aufvärt; 
geworfenen Kßr[)erH eine Puraliel sein mSsse. Ks würe dabei 
wohl zweckmässig g'ewesen, das Fehlende hier nachiubulen. Föi 
die Lösung der in Redä stehenden Aufgabe sclietnt uns ßeknnnt- 
Bchaft mit der Parabel unmiitelbar gar nicht nnthwendig, itiden 
man sich nn die nrsprünglrrbe Uetraclilüng des Gegensliiadea' hill. 
Referent glaubt nichts (unnützes zu thun, wenn er in Kürze mjl 
theilt, wie er stinen Schülern die Sache vorzutragen pfletrt. In 
Fig. 2. des Buches sei AD=k die Wurfsgesrbnindigheit in 
1 Sccunde. .Man setze AP=p und Z)P=f, Dm-^ g sei der 
Fnllranm in der erafen Secunde. Wenn nun die Punkte tf, F, 
m' für eine Zeit von t Seeanden eben das bedcatcu, was ß, P, m 
für 1 Secunde sind, so hat man 

Affrr^^.t; AP' = p.t; iyP'=q.t; ifm' ^ g . tt 

und es gilt demnach fiir die Höhe nt'P-^h des geworfeuen Kör- 
pers, nach .Ablauf von t Secnnden, die Gleicbung 

Für den Endpunkt B der Balia ist <S = 0, folgltcb g.t=^q und 
*==— . Die Abscisae AP" wäclist nun an zur Weite des Warfi 
4B,, wenn die Zeit /=:-^ istj folglich ist 







16S 



•;*,/»;^»— 'tii 



P« p am4 ^ Kttlhetvn eiies rachtwinkelifcea ttreicckg «inil, ^nsen 
Hjpotenune A conslunt ist, oa wird «Ins Produkl; ft . q ein Gtöms- 
tes, w«Dii f^q ist. Demnaclj findet die ^rö^sle Weite Lei 
einem Klevationswinkel DAP 
e!l in diCEem Falle p .qi^-^kk 



bl< 



einander lu 90' ergäi 

Kiitbelen p ui 
Elevationen . gehören rIs 
15** »der 75° f^eliört d 
leicLt aus einer eiofHcbi 



it. 
, iiisu für 45" + »' und ■15" — w, werden 
.li if mit eiiTiinder verUu^clit; zu (liegen 
I srleiclic Wurfweiten. Zur Blevntien 
e bnibe grösste Wurfweite; dies fulgl 
n giumctriscbei " 



; dies folgt 
3. Die HöEe 

h = {q — g.f^t wird ein Grosstes, wenn y = (y — «)* eine« 

i«t.' Dka P^oduet zweier veranderlicljer Zahlen -^ — f und /, die 

eine bfitändige Sumne ^-^ geben, bekümmt aber seinen grüsitet. 

Weitk, fveoD die Faetoren «inander glelcb sind, ~ — t = t, woi* 

BUB folgt t = ^. Die grusste Höbe geliiirl also z 

des Worfa. Nach dieser halben Zeit ist der Körper 

der Mitte von AB. Dnrum gehört die grösate Höhe SC aucli i 

sor halben ffurfweite und aie wird erbalteo, wenn nan fto ] 

4s?:P.«-^^ .,» iwf t an deo.Plats Mtst l 

„»,j;. ...,„,.!■,., ., sC=''^-f 

tri llefl ßcTMion 4!>- ist 7?=^>('X-, folglieh ist «C=^ = ^. 

d. b. die grosste Höbe betrÄmt in diesem Falle 

TOD der gröbsten Weile, Für imdere Ulevulioneo, 

Au%'ube vorkomiBen , muss in<in nuiürlioh die trigUDomeCriachen^ 

Tafeln zu Hülfe nehmen; mun bat nUmlich, den Elevatiouswink^^ 

=¥ gesellt. 

Bei gleichen Zeiten vor und nncb der balben Zei 
IttDgt der Körper gleiche Höbe; diea folgt, 

Ji=y . t — g .rt für e zuerst ^ — f nnd dann ^ 
»her zu solchen Zeiten auch gleiche Knlfemun^en ^P disseiis und'* 
JeoBeit; fon C gehören, so ist klar, dusa die ganze Wurf«|iaif^ 
^<S0 durab SC in zwei eongruenle TheÜe ^.S', Sß g^Mh^}}} J 
"wird. Man kann nnn uucb leicht zeigen, daas die Wurfaliuie eine 
Tarabel sei. Denkt man ijch , nämlich die Bewegung in jedem 
-funkte der Itabii »ua einer verticalen und hurizootulen zuaammen- 
gpaetzt, so ist klar, daw in S die verlicale bis auf Null abgenont 
■ma iitd, an4 nar oocb die borixontale vorbttndea ist, in Fttig« 





I 
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albe Par.-iLel SB liesclireibt, vie in 

Physik gPvipBen wird. Will mno aber 

>Q in yig. 1. uDserps Burhea SA = x 

itl MIV=zy )iIe Oi'iiiii»(G iiD, unil mftb ertitit 4ui 

n Incht dii- Wertlic- , , .■; 



tvr absondert, fol^t 



y quBdrtrt uDd — ala {^emeintchafilirlieD Fac- 



Parabel, 



. ^ , 



4) Die Aufgabe 63 
ferenllnlrecbnung b^liaii 
nicbt Leigefallei) zu sei 
ta liandelt srch durum, 
eine KaCliete a gegeb< 



zum Paran^eler bat., 

hat der Herr Vcrr^nur mit Hülfe der Dif- 

oe «lemeotare Aufläsunf( scheint ikl 

r wollen liier eine solcbe miltbeilen. 

em rechlwinkelif^eu Dreieck, deuUI 

die Hj|ioienuse a: uod die anieK 



idelt 



Kathete y s 
ricbtct man 



XU bestimmeD, daes 



I Endpunkte von ; 



1 Kleinstes werde. Kt- 

r if gegenüberliegt, 
ecbte, die der Tcrliingerten y bee'fg'Det, ao ent- 
■tebt eiD reclitwinlteli^es Dreieck, wuriu a aeiikrccTit üuf der flj- 
potcnuse, X eine Kathete und y der eine der beiden Abiclmittt 
ist, in welcbe die Hypotenuse durch a gelhcilt wird. Ocmnacli iil 

die Hypotenuse selber = — -. Aber in einem rechtwinkelig«! 
Dreieck, dessen Hübe a gegeben ist, fallt 
dann «m kleinsfen nus, wenn eie von tt 

?r=« und x^a\/'i ist. Eine andere elemenliire Auflösung bit> 
et die Trignnnmeltie dar (\ergl. Seite 90, unteu). 

5} Für die Aufgabe 129: auf einer Wange mit ungleicfaen ^ 
^en dns riclitige Gewicht eines Körpers zu finden, kann die Bt; 
Imchlung wohl etw^is einfnrlier werden. Die uogleicbea Jtrai, 
seien a, et'; dus wiihre Gewicht des Körpers a:\ die ungleicbin G«> 
gengewtcbte /', p'. Dann ist ax -^ a'p' \ a'x'^ap\ folglicl 
aa'j^X'^ai^pp' und x.T^jip'. 

6) A^cb die AuDösung der Aufgabe 141 lässt licb knrser {4t 
ben. IHaD,,fiQdet sofort die Gleichung (Fig. 15. des Buches) 



= p . BII. 



CE 



CH : CE= 
B Senkrechte v 



n B auf CHstin. Diese S 
grilBsten ans, wenn CZfvof^t 
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M 



so gedrelit wifd . tlflea HC {uif CH senkrecht \at (Fiff. Ifi. Jes 
BucLei). Will, n^u »ur ßift'ereolitlrecbDuntf feine Zullucbt nelt^ 
neu, Sil gewiudt iltc AuDiisuot; durcli EiDfiitirung üea Wiak^la b^. 
U »n Blf;giim. Nconen vir ilieseo h, au liiidf d wir. leicbt, , , .' ,,, 

P= jt{,<: .sin w + a . coa «). .,, "^ 

tTad bier v'itA der fiogekliimmerte Ausdruck ein Grösates, wenu 

eot«=s— . Db' nun BteiH auch eot »» = — ist, s« erkaltet 

ar=-~-, wie im Buche. • 

7) Bei «Irr Aufgabe 143 Hndet unter derselben BeiliDgung- ein 
timum BtKtt, wie bei il^r Aufgabe 63 ein Minimum, neehulb 
clemefitiire Lösung, dio vir olien für 03 niilgelbeilC h«ben, uuch 

hier in Anwenilung kommen kiiun, 

8) Unirr ileo 76 Aiif(()ihen , die dflsLicbt betrdTen, kommen 
mehrere vor, die sich redit zweckmüsaig beim Iluterricbt in der 
Stereometrie beiiu'ren Ussen, z. B. St. 220. für den Wcclisel- 

ibcD überhaii|it die ßemerkunir ge- 
D physikalischen l.ehrslunden we- 
niger Neiguug zeigen, einen Gcgenstanil aua der l*h;y&tk uuafiihr- 
lich mit Hülle der Mntbemutik en verfulften; während- sie mit 
gTiOEgem Interesse bei einer physikoliscben Aufgabe verweilen, die 

SelegeniUcb in den nialbemntisciien l.ehrstunden als Anweu- 
ung eines vorgetrngenen Sofies bebnnclell wird. 

gj Bei (fele^enbeit der Aut')fahe 229 mng die etwas schwerere 
bter gcnnhnt werden : Auf einer geraden Linie sind fünf beliebige 
Strerlien AB, BC, CD, DE, EF tjegeben; man soll den Stand- 
iiunkt P finden, von welchem iius die beiden äussersten -Strecken 
.^B, EF und die mittlere CD unler gleichen Sehewinkelo er- 
■cheinro. 

10) Bei der Aufgabe 254 können die Sinusverhältnisse fdglicb 
entbehrt werdeg; die Aui|üsung folgt kiireer aus einem hekaunien 
~Stttie vom Dreieck mit eiiiem hiilhirlen Winkel. 

. 11) Die AufgtibeD 272 and 273 über die Ortsvcranderung des 
Bildes bei paralleler Bewegung des ebenen Siiiegels hälieu etwas 
kürzer, behandelt werden könnco. Die Auflösung bcrubt ^anx 
einfach darauf, doss zwischen o+& und a — h die Oillereaz 
= 2* ist. 

12) Die letzte Aufgabe: ,,ln welcber tintfernung von dem 
Mitlelpunht der Erdkugel wird ein Kürper, der sich «wischen ihr 
unil dem Monde helindet, von beiden Wiltkürpcrn gleich siark an- 

femgen?" lässt eine elwns elegaaiere Auflösung zu, wobei die 
urm einer unreinen quadratischen Gleicbuug vermieden wird. 
Ist nänlicb die Entfernung der beiden Weltknrper ^130 Brdhulb- 
messer; die Masse des Mondes ^Vn ^'^^ Erdmasse (uacli Han- 
sen); die gesuchte Entfernung vom Millelpunkte des Mondes 
= ^: SV ist nach dem Newlon'scheu Gravitatiousgesetz 



I 



1 



SOj;' = {60 — a:y , a;l/80 = 60 - 
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Sil fiel van dem Inneren il«s Buches. Wus dns Aenssere desralbe« 
ualuDfret, BO sind Druck udiI Papier gut bu neunea, uni! xwej 
Jinnbere KD[iferlafeIn (aus der KanstanBiult von Herrn A. Mädel 
ip Weimar) geretcben dem Buetie rar beauodereo Zierde. Dbh 
eigCcu Druck ielilcrn oocb eipij^e wenige stelieo 

f;el)lieben siiiil, wird mnD mit !§chonun|t: beurtlieiiea , da es gar zu 
eicbt möglich ist, duaa mao bei der Correciur io den ZMtu uoil 
'" bIu etwas übersielit. Die fiilg'eDden Pcbler sind von dem 
L Verf. selber, nacli dem välligen Abdrucke des Bucbea, nocli 
lufgefunden Worden : 

>.. 9 Z. 12 V. u. liea 45 statt 25 

J U/.'irU.V. «. - 20 '-, 3p. ,;'■ 

l'ii''. 5 V. n. - der statt die 

^53 ist immer 15,095 st. 13,1 zu setseD 

- M Z. 11 J. 15,085.930 st. 15,1 — 930 

- 60 - 10 V. u. I. AU = BC=y %t. JD = y; auch t 
len in .ler fiten Figur die Linien AD und CD. 

- 63 Z. 8 ist nacb „Gleicliuflg" einzuschnlten ,,UDd der 

- 73 in der Aufgabe 94. 2) Ist in den Ausdrücken für si^ 
und xin m im Zäbler 2C wegzustreicben (wie i 
1. Bugteicb erbellet, wenn g:^G gesetzt wird) 

- 77 Z. 3 1. 122° 23' st. 165" 31' 
- 13 V. D. I. 15,SS Bt. 18,61 und Z. 8 I. 135« 38'i 
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i I. 21' 3" st, 22' 48". 



Referent bat dilrcli die vorstebendeo Bemerknegeo (die etWH 
mebr Raum fordern, als sonst im Arcliiv Wi der Anzeige ein« 
Buctiea üblich ist *) das Interesse seiner Terebrten Herren (^^ollegei 
für die tiefQicbe AufgiibenKummlnng, die uns hier gehotea wird, io 
Anspruch nehmen wollen. Dass «r sich selber lebhaft dafür in- 
tereasirt und dem Buche eine fruclilbriDD'ende Verbreifang wüuwK 
mag die AuafUhrlicbkeit dieser Beperkungen , wenn auch nichl 
rechtfertigeü, duch entschuldigen. 



'I Auch ausrilhrticbern. 
gende entballcnden Rei 
Platz in dem Archive ei 
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Einiges über die Eulerisi 
zweii 

^Ifil iiatn'jli'fil 

Herrn Doctoe^'O. 8oblöaiile<hi>-i;:,'<)i)l /»mL 

■u .?u Weimnr. ,,v^ »•■» 

*. I. 

'" riri Ittcn Hefte des 2teD Baudes dieses Arcliivs hat in Nr. XXVl 
der Herr Heratis^cbcr mehrere der neuestcD Entwickelunge d in Hi^ \ 
inleressunlen Lehre vud den Eulerisclien Integralen milgctlieilt. 
Aus den durt aufgestdllen Fnrniela laBsen aicli nncli einige wich- 
lige Salze selir kurz ableiten, vou deneo ein Tlicil auf anderem 
neniser einfaelifn Wege scliun gelundeu wurden iat. 

Wir nelimeo unseren Ausbuf von der in jener Abbap4l>)°S 
19, Nr. 7. entwickelten Furmel: 



neniser ei 

Wir I 

^19. Nr. 



d . irXa) 



<to 



Mm 



lel, di 



zweiten Integrale j— ^=y, tilao a;=— — i,!|(f I 
iiVancheHei ^ttwcnilutig^u t'alii^ i^t 



1 bemerki 
teii_ Seite 
Gleic^niiff 

Subtrukth)!! (leider GleirUnnri 
Teg and es bleibt blng die Di 
■tlicD liilegrule sieben, welclie 



roD et iranz unabhäDtriir i«!,: s<^ireibt 
(lir «=l+a und « = ! + ;¥ b' 



s l.tegril „uf de. 



(laber diese 

fallt iiei der 

erste Iriknsrendente, Integntl 

beiden iinilfren nlgebrai- 



SitDigränzen in ein eimiges Integral lusammensieben kiiDti. Ali 

«diäll (o die Gleifebnng; ■■ ■ '" '■--■"■'■ »^i' "■■•■" ■■' 




i:utl + „) _ J.OTI-nli _ /•! »»- y" 



/•'»'- 



-<* (2) 



Tveluhe man Boost ouf eiuem Umwege nbleitete *). 

».2. 

Ideii lalegrale Letrscblen : 



Wir wdliteD 



:lick%ei 

■n 8..ir 




^r'£f 



*s±^_l_ 



__^^^^^^ LDCD positiven ächten BtldtJB 

bedeulen s'ilT. ""^^^^^^ ^ 

Eutwickvlt man im ersleo e—^ Dacli PotenieD von x, ao wiH^ 

durch lotegratioD der einzelneu Glieder: 



1.2 ^'1.2.3 



I''s frngt hicli JRlit, was uua dieser Gleichung wird, wenn mao ■ 
ins Uneodliche wachsen' lässt. Man erriihrt iliess leicbt, wenu nun 
bicb aas der Theorie des IntegrallugarithmUB erinnert, das» 



ist. Die Entwickelung gieht hier, w< 
Lim einer grosien Zahl a berruchten: 



+ Um j-/«-|-^.-p-i.y-^H- ). 




. wir dai UDendlicbe tb 



D«r zweite Theil ist die berühmte Conalaote 0,5772156 deren I 
sliminiing' in der Theorie des Integral loaritrithpius eine nicht tu« 
beliliche NchH-ierigkcit war, wejclie Miischerorii auf arnnreieh 
Weise rdrolien knU Vei ' ' ' —. . 

re. lol^fldH,^ »t dui 



\\vn wir diess mit dem Wertbn i 
Bolwickelung von /(l — c) 



C= 0,577..., (3) 



Seilen wir ferner im zweiten Integrale , welches wir' hetracbleii, 
; die Reihe: l +y + y' +y' H- ■ ., so ergiebt sich i 



fancticills elliptiques, I 



M9 



i^ft..n/;'Ä=i 



.<i\. 



Multipllziren wir die GleidMWfp .^l^,mit,;«»,iuB4 He)ieft„4i«iiWffn 

■ 1 r(V\ 



etebeode davon ub, 









Während die, beiden Reiben (3) und (4) pur fiir positive ächt;^«^ 
brocLene t cuDvergirteo , so convcrffirt die vorstclißad 
für t = 1; wir erlialten Tür diesen Werlh: ' 

Brin^ea wir aaf der linken Seite die Gleiebuni^ (1) io Anwendung 
und tmasponircD die Coi^atafit« C==pji>7^2l56 so . erbalten wir 
das elegante Resultat': 



: jedes positive a und für negative «, deren absoluter 
Werth kleiner als die fc^inheit ist, converglrende Reihe. 

Sobald c(j zwischen, den Gränzen -4r_l und -^1 liegt, läBaf^, sich 
jedea einzelne Glied in eine cuDvergireDde Reibe umwandeln und 
man erbält 



'«AI Li 
•M.. I 



* älf --(f )■ 4- (f )■ - t5->1>i:;!;.>:t,'" 



zusammen i 



t:i .-jr/TT^WÄli!,? 



I M erglebt sich: 



./ it ./\ .turfi .11 ., 



nuhi^lieirt man die Gleicbiiug nit da nnd lUtegriHi so Ist ' 

/^H-«)=-fa-KÄ,B»-iS,o'-K-S,«'-..., +l::>a>-l (7). 

Eine 'CoDstante ist nicht bcizufüffco, weil für a:^0, ^1)=^1±:'0 
wiril und die rechte Seite sich ebenfalss anDUllirt. Fär oeg-nttve 




Da die Zahlen .S',, j-,. 



iiS.a*- 



, +!>«>- 1.(8). 



w. ijiiiiier weDicer von der Eiaheit 
r der Index ist, so übersieEt man leicht, daai 
die GleichunK"(7) uuch nueh für «=-Hl gi't, was bei Formel (8) 
nicht der Fall ist. Atta jeder' vbn beiden lässt sich ^ bestimtDCD, 
wenn man a so nimmt, daas ir[\-^d) bekennt ist. DieBS'ÜDdet 
ii^-('') statt, wetin, man « = -1-1 seUt, weiV dBnn^/l(l)^ff iriM 
Dild in (8) fdr K = + i, wobei //l(i) — i'^ »at. '"" ,_;' "'^ 
Durch Addition erbalt man ' i i ■ ; ^ ! — ' ifl 

Durch Substitutiun dieses Werthes erLü|)t mao die.CfifTWgfni .de( 
Reihen (7) snd (8) und bekpHjnt: > j ^^ ■' - — ;^;- ■-\''^ -* 



Die Formel (5) kann auch dazu dienen, die GiimmofunktiM I 
ni+") iu ein Dnendliches Prudukt zU vecwaadelD. Man kalt ] 
nümlich jene Gleichung so scbreiben: 



c^i.JS^^^ 







umgekehrten We^. Er ßnileC luent diM 
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B^zeicbneii wir 4ie erat« Reihe mit K., ho ist durcb.Multijilikalion 
mit da, und lotegratiitD zwiicheo den Oräozeu a = a uail u^O: 

+ n -f-ß -t-ß +... 

*^i .■.'" '■ " '-™7"u'»'(i".y, ' ' " !"" 

öTi + «)= (Ä"-c)a-/(r +^)-i(i+f )-^i + f ) - .'!^°' 

Bemerketi wir,, (Uss (AT — C)a = W*— <^ iM und ffeben voi^ den 
Logarklimeü auf die Zableu zurück, so crgiebtsfcli ' 



\ 



f(i+")=- 



und veno wir niiB an den Werth von 



ich " 

i+-r 1+-^ *+T 



'^^■m:::z^ 



kkreibt man diese Gleichung^ ftnch' fiir neg'utive a hin und nialtt- 
Bcirt beid,e, ao erhält iiibd die bekannle unendlicbe Paklo renfolge 
P.ihi.arf. 

Nimmt maü in (12) a^l und dann beiderseits -die untiit^ 
' liehen Lo^aritboieo, so ergiebt sich 

c=i /(4c} + V(f ei) -i- /««V) i^^''. ; ; :T{i^. '"■' " \ . 

Die Reihe iit hinBichtlich ihres Bildungagesetzes merkwürdig, zur 
prttktischen Bererhoung indessen unbrauchbar wegen der seTir ge- 
ringen Convergenz. Durch eine'lji^ifle Vmvninilluug' «riiält man 
bieraus eine gchno bekannte Eigenschuft von C. Gehen wir näm- 
lich bis zu eineln Mteo Gliede, lo ist .,|'^ -._ i,^^~ >. 

C=LLm UCO + ^rfl + ^Cäril-M^-hiAiä^^Fillii..,, 

n- ,J.. „I,,,, 1„,| »=?„, ,l,-| .„„J 

. «der wenn man nlle Logarithmen nuflöat; , 



f'' 



^^'^mx\jm 



t + ^ + IH-- 






».t».!. 



Bt(,"?rt(k';toi!' lH'=*J(f ; f,"!!;!" .V'il^ii: <|-i), mithin 

t'=iUm |l + k:im-..,.'4-jii-(*t-'{(4f H 

Mbd köDDte leicht einen ollg'enieiDereD Sati dieser Art Bofsl 
Wena man io Formel (11) tt iits positiv und ganz aanimmt. 
indeaseD yao keiner besoDderen BedeutuDg. 



Bezeicbi 



-j^ für deu Augeubtifk i^Jt Wo 



ich aus Formel (5) für a = 0, /{0} = — C. NehmM 
CleichiiDg (2) ß = 0, so ist 



>(")+^=/:'V5f* 



oder, wron wir uns an 
iDiegral ar für y Betzen, 



die Bedeutung von f{a) erinnern i 



Eeit leiclit aiisgef 
m 



Dns Integral kunn jederzeit leiclit ausgefiilirt werden. Denn 
auch a sein möge, so kann man es durcli die geliorige Subslil 
für X immer auf die Form 



., « pnsilive gnnze Zinhlei 
Wertli .■ 



aber den unbestimmten Wertb eineH solcbcn Integrales, fal 
BtK^-den.swiBckendiCn Gründen und 1., H»n bat nun fersi 



J^^xfe-'.L>?d^ = r(^+X)=.I\fi + l 



=^-- + 1)- 



«■4i ntit^BÜlfe^ider GULchnn^f ^l5) 

/■J^«-' /^ dir = TT/* -h 1) 1- C+ /^'y~ *>r (<^ 

wodurch der Wertb 'des Integrals links jederzeit gefunden i 
kann. Piir ft^Q bat man Bebr einfacb 



ann «icb 
Iwben, indsm i 
lUive Gtos 



- C = — (0,5772156..) (17). 



OQ dem Integral (16) zu einem allgei 
m ix für A setzt, wo A eine willkübrlicbe 
ist. Die linke äeite wird dano: 
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und durch Vei^leicbnog nit der recbteo Seite in (16) fiftdet 

und dieses Resultat ist nllgemeiner, weil durin eiue willköhrliche 
konstante vorkomml. 

Ein Ptinr bemerkensnerthe speifellc ViHe .sind folgende. Für 

/* = — i: ■'- ■!.■'■ ,V.-- -.-■■ ! 1/-. ■ .,+ ■■,: 

oder fiir a^^/':. \ :=*\i"rii ,\ ■*-'' 

y^''e-*»'Örf/=— ;^(«+C+2ß) (19). 
ht ferner in (18) ju cii 



I positive ZdM =h. 



' =s 1 + 1+'* +....+-^. 

^n .,l;,l-.l.l?llll/l «.11 rfnitl. 1,1 .".(rf-, iM. nd-.h>» ,l-.uiivl »rU 

■ ^«IglKbiMi ,,,„1... ,„:| u..i-,H.-.l'....m,., '.'..i.]. .blüh -1„ 

y^%-e-*'terf^ = ;^I-C-« + l+i + i + .... + ^l (20). 

Dnraus lässt eich laicht ein in die DifFereDiiBlrechaiing gehiJrendeB 
TLeorem ableiten. Wcou mun oämlicb in (18) i* = *i aetst, 
BO ist 



/."- 



*' i> rf.r ^ — -j 



Difierenziirt man diese Gleichang » mal oacli M, 
leicht 



y;- 



Vergleicht i 



lel (20), I 



•ri. 1» •■»-.'»•.'■^"y ' 




m 



* 5. 




Ein anderweit bei^erkenswertbes Resultat lägpt licli auf F 
(ireiiile^else aus Formel (2) ebleiten. Mon setze a^/i-t-v, 
ß=:r-i~u. wo fi und v für die DilTerenziatioD constant bleiben 
■dIIch, BÖ iat:. .. ■ 



d.mi+f + u) _ d.tlil-i-y + tt) _ /» y— Ji" 






I 



aeits mit </» multiplizirt und nach » innerhalb 
Mi= |S integrirt, sii komist: 

Kehren wir auf der rerlileo Seite; die Ordnung der Integration HB 
und integrir«D Euerst nitch u, 90 fvtrd dai Integral 

(PI) j-^ ^.(Jf -ry'') fji"- jr'^ rfy 
Vergleicben wir diess mit der liakeu Seite, so ist 



eine Formel , welche sich ebenso sehr durch ihre Allgiemeinfatit, 
als dnrcb ihren syraraetrisehen Bau auszeichnet. 

\m 1^-1--. .-f•i'^;+I-l-tt-^Hii*j; 

•'hnmUd^H jfanihhtili.icirViiTlill *>b ni i>\i I>1--: . 

,Ulu U=>\ (Kl) <«; .irtitmiiu U',x nioV/ .^j-^J^ 



.•k ilisfl Uia «v fand-Ti 



^fis'i'-'-;^- 






(•in ml rill fi a-j'nt rA 
^-|-"i;,».=aFTR-|-**V.=c:u fl 



CiptMair das ruhdämentalprobl^m der Katoptrilfi 
und Dioptrik. 



r 






dem Heraii^geber,, 



in. ™.ilB, 
über die bi'uqgfr 



lacb 



$.1. 
' J}ie iHutstea A^bei^eD der Herren Schleien 
auf dpm tietiiete der Optik verniiliisgen midi 
Tlieile dieser ZeiiBcbrift veröffeDtlicIiten Aufaat 

formelo dur Kutuplrik und Diü|ilrik nach und . „ 

Abhnndlungcti über diese interessanten Thpile der Malbeinatik fa). 
gen zu lassen, welebe ieh urapriinglich in einem (Grossem, der 
Weilern Auabildung der Kaloptnk und Dioptrik (i;«widmelBn Werke 
mit eitinnJer ta vereini^eu und zu einem Bystematischen Gunteii 
«I vefarbeileu duclile. 

In Jef vorlitg;enden, die Reihe dieser ^rbfiteo eröffnenden A^ 
fiiindlun^, werde jcli zuvürderst eine neue Auflüsung der Funds-, 
men tu) iiu f gilbe der Katojitrik upd Dioptrik sU geiieu vcrsuclien, d«, 
Bir iliese Auft!;abe, nuch nach deu bisber^en Eclir verdieu^tlickeo, 
Arbeiten über diesen Gegenstund, so weit dieselben zu meiner 
Kenulni&s iiekommen stjid. nneh nicht mit der Geschmeidigkeit, 
Allgemeinheit, Strenge und Eleganz, wie man wnbl wünschen 
möchte, aufgelöst nnrdeo zu sein scheint; wnbej ich, wie wohl, 
kaum noch liesunders zu bemerken ni>lhlK ist, unter der Fuuda- 
menlalaufgabe der KsJnptnk uod Dioptrik die Bestimmung des 
Weges einrs von einem gewissen gegebenen Punkte im Roume 
nnch einer hpatimmien Richtung hin ausgehenden, und ao «iner 
Reibe gegebener sphärischer Flächen, — denn auf solche bis jetxt 
allein in der Praxis vorkommande FJäcben werde icb die folgen- 
den [InterBuchungen einscbrankeo. wenngleich eine Erweiterung 
derselben auf Ftacben überbnuiit eine besondere Schwierigkeit nicht 
«tarbfeti^ü ' wärde *), — eioe Zurückwerfung oder Brechung 'erlei'- 
dVM'd'en Dcbtstrahls verstehe. An die allgemeine Anflösung dieses 
Pundamenlalprohlems sollen sich dann späterbin verschiedene spe- 
dellere Unlersochungen aoschliesscn. 



') Eine Ebene kann immer ;ils 
grossen HalbmeEser beirachtei 



ndiU 




die Gleichungen e\oer gerben Uinie im Rnume in Beaug auf iu 
Ueli«bige're<;ri(n4iiklig«%i'or^i^ilet»97sleih''der'ir^![. In die^er'^ 
riiden I.inie nclime man ..^n^ii l>eliebi{i;eD Punkt als Anfang elnei 
neuen dem primitiven äjsicme der ^rys [liiriillelen CoordiuBleii- 
syslems der ^,^,x, au. Diiud sind nacL den Princifiien der aD(>> 
tytisclien Geoaictrie 

2) y, = ^^,, X, i=JiX, 

die Gleicliungen unserer geraden Linie in Beznp; auf das StiCcii 
der a:,r/,»,. Die IHO' niclit Übersteigenden Winkel, welche einer 
der beiden Tbeile unserer geraden Linie, io welclie dieselbe tob 
dem Anfange der ^,y,s, g-etheilt wird, mit den iiositiven Tlieiles 
der Axen der ^r,, y,, x, einscbliessl, seien respective a,'ß,f, 
nnd a,, i,, c, seien die Coordinaten eines beliebi^ren Punkles ie 
dem in Rede stehenden Tbeile unserer geraden Linie in den 
Systeme der ar,y,3i,. Bezeirhncn wir dann die ElitfernunE diesci 
Pilnklcs ron dem Anfange der je,y,x, durch ß, so fst offenbar iir 
VÜniifer Allg'emcinheit 

3) fl, ^5 coa o, 6,==Q c«B p, c, =e cos y; 

wie augenblickliclj erbellet, it^enn man nur Ulierlegt, da» DiCk 
einer liekiinnlen Cunstrnctiun die ^eometrisclien Darstellungen d» 
Ciiordinuten a,, i,, e, dps E'nnkles {a,d,c,) leicht erhalten wei- 
den, weiiQ mnn vim diesem Punkte auf die Axtin'der ^|, y„t, 
drei Perjiendikel fallt. Weil Dun nach 2) 





nach 3) 


= Jl«,, C=.J,,, 






iWJ'lo-*H 






-.1. .... 


fleo..>=p^ 


CO» tt, e ooB r = s 


J, cos a; 




und folgli 


ch 










i)J 


==^.^,=£- 


t_ 




Siai nun 
die Cleicb 


ff, Ä, c die Co 
ungren 1) ebar« 


rdinaleo irgend ei 
Itlerisirlen geraden 


es Punktes 


der durcli 
SysWB^ 


der a:ifa. 


so ist Dscb I) 


+ Ä. c='i?;ä^i 






i=J„ 




nd folglich, wenn mau 
Iftiabtrafairt: 


diese Gleichungen 


ron des Gl 


cichangeg 



= A(x~m)ix'-e^A,{x — m). 




I lasBen sich nach i) die Gleicliungen der gegeiiei 
mer anler der Form 



oder unter der Form ^^ 

darstellea, wobei man aber niulit aus deu Augen zu lasaen hat, 
dnis 'hierbei imner reulitwiDklige Cuordinnten vorausgesetzt werdea. 
Von diesen, übrigens auch sonst achoo bckuDniea, fiir das 
Polgende aber eelir wichtigen allgemeineD Bemerkungen über die 
Iterade Linie im Räume wollen wir nun lu unserm eigeatlicben 
Gegenstände Übergeben. 



«. 3. 

Wir denken uns drei von einem Punkte im Räume ausgehende 
BlniDitiicb in einer Ebene liegende gerade Linien, nelcbeVir für 
jetzt die erste, zweite, dritte gerade Linie nenneu wollen, und be- 
leichnen die Cleicbungeri dieser drei geraden Linien und nntürticb 
Blieb ihrer Verlängerungen über deu geteeinschafllicbeu Ausgangs- 
jinnkt hiuaus in Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordiaa- 
lensystem der Xffx resjiectivo durch 

Ke Cuordinulen des Punktes, von welchem diese drei gernden 
Uuien ausgehen, in dein angenommenen recbtwinkligen Systeme 
dtr xyx seien p,, (r,, r, ; und die Gleicliuag der Kbeoe, in weicher 
die drei in Rede atehendeo Linien liegen, sei 

8) Jx-^B!/-^- CsH-/> = 0. 

Ferner seien & und @, die beiden ISO" nicht übersteigenden Win- 
kel, welche die erste und dritte gerade Linie uiit der zweiten ge- 
' fkdco Linie cinschliessen. 

' Weil der Punkt (/',?, r,) in Jeder <ter drei geraden Linien, 

I rIio aacb in der durch diu Glcicbung S) cbarakterisirten Ebene 
liegt; so baben wir nach 7) uad 8) die fulgendeu Uleicbungea: 



und 

Thdl t' 
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10) Ap, -H Äy, + O-, -f- /» = 0. 

Weil ferner jede unserer drei geraden Linien uebat ihrer Verlan. 

'■•'■-I' „ . . 

rüktcrislrtea (übene liegt; 



gerupK über den (^emeinsdjsfti leben Austranespunkt hiauus frans 
■ ■ r durch die GfeicLung: 8) cbi '■ '^ * " ■ 



Dnch 7) und 8) uflenliar für jedes ^ 

{J~\-Ba-\- Cl,)x-^B/-\- Cg-^D=3=Q, 
(.-/+ßo'+ Cb').'f:-\-Bf'^Cg'-^D = Q, 

woraus «ich unmittelbar die beiden t'otgendeu Sysleue v 
cbunj^eD ergeben: 

II) \A-i-Ba'-i-a/ = Q, 
.4-\-B«, + CT, =0 



fBf,-t-Cg^ + Dz=0. 

r ist Dacb deu Principien der aDal3tiacheD Geometrie 



B) 






(/l— ^l'M-M'— flV')' 



(l+o-'-HÄ-^) d+o.'+i,') 



und folglich, wie leicbt erhellet. 



(a ^ «■)' -\-ib~- Ä')» + (oA' — «•*)> 



Wegen der Gleichungen II) i. 



i A{a — ä") + Ctai' — a'i) = 0, 



,jS(« — fl')-H C(6 — Ä')=:0, 

U(«'-«,)+q4'-Ä,)=o, 




♦ 4. 

Durch den gemeiDscIiBft liehen Ausgangspunkt uDserer drei n- 
raileo Linien denken wir uns jetzt ein dem primitiven Systeme ixt 
xyx paralleles Coordinatenifstem der ^,y,:t, gelegt, und beieidi* 
neu die von den drei Linien mit den positiven Tbeilen der Ai» 
der x,, ^,, », eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden Wn- 
kel durch u, ß, y^ < ß', /s "n i^i^ Y,; S" »»d nuch 6) •!>' 
Gleichungen unserer drei Linien nebst ihren Verlängerungen übet 
den i^emeioschofllichcn Ausgiingspunkt hinaus in dem Systeme der 
J!j/x, da p,. f,, r, die CoordiDBien des gemeinscliaftlichen Ani* 
gangspunkts der drei Linien in diesem Systeme aind: 

,/ «•— Pi ■ y— gl iZllr* 








y--CO 


XCS»' 




(1--C0 


> CO, «■ 


.0. (l- ra 


yi — c 


. ,■ CO. t, 


cos a' CO 


/». -c 


s f cos ., 


.0. f, . 




. X, .0, J 








"UV " "• « 


c../- 


cos , CO. «■ 


'"> C 


cos jT- 


cos (I cos a 


cos «* 




CS / CO. «, 


cos o' 


00. f, - 


cos ^ cos «, 


cos a 




cos y, cos o 


cos a 




cos ß, CO. « 


301 '' "" ' 


0./- 


cos y COS !( 


"'1 B CM . 


os/- 


CO» y eos 0' 


cos J- 




... / .0. ß. 


— cos «■ 


COB y, - 




cos (J, 


cos X — 


... y, ... f 



oder, wie iobd etwas syDiinetriBcher dieae Auadriicke auch scbrei- 
ben kaDD; 



a tiys y — cos ;■ cos « 
/ cosg.— c»s ^- eos y, 
B- cos j., —cos / cos «, 
y, cos /t — cos g, eng Y 

a uos y* — cos y cos «' 
ß cos «' — CO« o cos i»- 
«' '"S y, - cos / cos a 
(f cos «, — cos n' cos ^ 



1^ 

» / 

C^ cos ß cos a — cos a opi f . . 

' A cos y cos ß^ — cos ß cos y' 

-i '.:: ..... ' ■ :!' -.-. 

'oite jT cos <r^ .^.cos c^ieos /?, 

', CpS y cos /i -r^COS /^][C08 y, 

cqs ßi COS ft-^cos «lycos ß 
cw y^ co8 /f — POS ßi vcos /' 

Nach der Gleichung 23) ist ferner 

cos ß cos ß" _m(S2lJA\i r£2LZi\» 



( cos « cos a' \^ 
cos /T __ CQ8 gl J 



'cos a' cos «1^^ cos a cos a 



woraus sich leicht 



t "I 



/ cos « cos Ä* — cos ß cos « \- cos cr.^-4-€0« /9i>-f-cos y,* 

^cos «' cos /J| — cos p cos «/ cos a'-i-cos /9*-|-cos y* ' 

d. i.y weil nach ^ioem aus der analytischen G^metrie bekannte! 

Satze -" ♦ . 



CO* a* -+:cos ß* + cp* y* := 1, 

' cos ai* + cos /?,*-|^cos y,*^J 
ist, . , - 

/ cos « cos f — cos ß cos «' . 

^cos a' cos /?, — cos ß^ cos a, ' 

. ' ' ■" • 

und folglich, wenn irir. der J^Mrze weg«n ~ 

■f ... 



34)M-:±, 



setzen, 



«p.v cos a cos /y, — cos ß^ cos «| 

:.A oos a «US fft^-^tou ßi^a tc '^^^ ... : , il 



ergiebt. ^ 

Weil nun aber iiaeh dem Obigen 

cos a cos ß. — cos ß^ cos a, 
COS a cos /T — cos ß cos«' 

cos f cos y^ »■>• C03 / cos ß^ 
C03 /Ä cos y — cos y cos ß^ 

I 

cos /cos a, ^ cos tf* cos y. 
cos y cos CT — cos a cos / 

ist, so haben wir nach tö) die drei folgendeir Gleichangen : 
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^fc'<" 



' V coa j* cos / — cos y COS ß' 
J eos Y eos c, — cns n' culy, __ 
\ cos y cos h' — cos « cos ■/ ' , 

ich aacb Ibicbt die Relatiooen »_il ' ' I 

^ cos y" — cüa y cas |9') cos d,) 7 

[cos ;■ cos a'~^coB a cos /'k cos ^,! ^U 
'coi « cos /f — cos /S cuB «') cos Y\ I 

38) (cos ß eoa y, — cos y O"* /Si) coa o' i '^ ,, , l 
[coi y cos »1 — cos a, cos ;;,) cos -jy! =0 ^ 1 
u cos jS, — cos § coB tt,) coa /) 

f cos y, — cos /cos /!f,) cos a\ 

'' cos n, — cos a' oos ■K^\ cos |!t ^tf 

x' cos j9, — cos p' cos «,) cos yj 



cos a, - cos «■ cos ;*, ^M-^os ß cos «' - cos a cos /?), 
I eos y' coa j¥. - cos /i' cos ;-. =jif(cOB r cos ff- cos /S cos y"), 

cos Yi — WS y" cos u, :^ju.(cos a cos / — cos y cos «'); 
pid mao bat daher die drei folgeaden Systeme von fileicliuntjen: 

B a' CDS «1 =coB a' cos m,, 

s o' cos ß, =C08 /S' cos «, +ju(cos a cos |5' — cos /i cos o'), 
i' cos y, ^ cos y" ciis «, + ^(cos 0! coa / — cos y cos «')j' 

J' cos «I ^<;o8 d cos ^, ~f-|u(cos ß cos u' — cos a cos /?), 
f cos y, ^ cos >■' cos /J, -4- /*(cos jS cos y' — cos y cns ^);' ' 



:os a, =cos o' cos y, -|-/i[cos y cos "' — cos « coa /)i 
:os (S, 5=:coB JS' coa ;'.+j»[coB y es jS' ~ cob |S cos jO. 

bi y* cos /i^cos y' cos ;-|. 

Udrirt man ouf beiJeu Seiten dieser niekliuDgcn. imil udilirt die 
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dadurch hervorgehenden Gleicbnngen ' zh einaiider , so ' erbält aal, 
weil bekanntlich 

cos a^ • + cos ßi* + cos y, ' = 1 \ 

ist, die drei folgenden Gleicbnngen: 

cos a'*:^cos a'* cos o^» 

+ {cos"/?' cos o, +f*(cos a cos/f — cos/? coscOI* 
-+- jcos y' cos a, +/[a(cob » cos y' — cos f cos «0|*i 

jcos /J'*^cos /y* cos ßi* , 
40) ^ . ^ jcos a' cos ßi + M<^o* /^ ^®* ^ — ^^ ^ ^" /^l' 

+ |cos y' cos /?! + fi(eoa ß cos y* — cos j' cos /J')!*, 

cos ^^•rsicos /* cos y,* 

Hr jcos a' cos ^i H-M^^os y <;os o' — cos a cos /)\* 
+ jcos /?' cos y; -+- /[^(cos y cos ß' — cos /J cos f)\* 

oder auch w* 

^ . cos />" cos «I -f-/u(C0S ig cos ß^ ~ cos /> 008 gQ »^ 

* cos a' siu «1 . ' 

^ ^ cos y' cos g|-^^^(cos « cos y — cos y cos «') ^^ 
"*" * cos a sin ce, ' • 

- ^ cos g" cos /y,-|-M^Q^ ß ^^^ ^' — ^Q^ ^ ^^^ /0 >« 

* cos fi' 9in ßi ' 

^ ^ cos y* cos ß^'^fi^co6 ß cos y' — cos y cos /y) ,^ 
"*"' cos jT sin ß^ ' , * '.. . 

' I ^ cos a cos y,-f-^(cos y cos a' — cos a cos yQ ^^ 

* cos y' sin y, * 

I jCos /J* cos y,-|-yu(co8 y cos /J' — cos ß cos y')j. 

* cos y sm y, ' 

Durch gehörige Entwickelung der ersten der GleicbuQg^D 40) er- 
hält man, weil bekanntlich 

cos «'• + cos /J" + cos y'» = 1 

ist, die Gleichung 

cos a'* =jcos a,* 

( cos j|?'(cos a cos ß^ — cos ß cos «') 

f + cos y'(cos a cos y' — cos y cos a'j l ■ 



(cos a cos /9' — cos ß cos aO' ( 
( + (cos a cos / — cos y cos, «')• f 



und folglich 
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;os a, ' 

Icos ^(cos u C9B ^' — coH ß cw a')i 
+ cOB ^"(008 « cos y' — cos ;- cos «') ( 

(coB a coa ß" — cos ß cob «')*| 



-"■ . 



-(c. 



s y" — CDS y CO! o')* ' 



Es ist aber 



coa jftcos a coa jS' — cos ß cos «') 
-+- COB /(cos « cos y' — cos ;■ coa oO 
= coa a(cos /?* + coa ;^*) — coa a'(Gaa ß co» /f-l-cos y ctia )<J 

— cos a'(co8 « CöS tt' + coH ß cos ^'-1- coa y cos /). 
Ferner ist 

(C0S«C0B^'-C08,!C0B «')" 

-f-(coa a coa f — coa )■ coa a')* 
= coB a'(co8 iS" + cos /») + coa a"(coä |S' + cos y») 

— 2cos a cos «'(coa ß cua (f+coa y coBf) 
^ cofl a*{cus a" + cos jS'* + cos /') 

-l- cos a'*(coä tt' + cos jS' + cos /') , „^ 
.— ScoBCi cosit'(casM cDsa' + caa|! C9»'f'*^iimyi'ist*l!^ 
Weil nun bekanntlich •\ -is: ,?i mji l 



-hilS't 





en. ..• + CP. ^' + 0. /■ = 1, , ' 


ind 


eo. i.'"H-co. ^■•H-eo. /■ = !, 


\ ">- 


» S = co. « eo. «'+C0. ß CO, ^' + coB ? cc. / 


tt, » iit 






C«. «CO. «CO. |!'-co. iJcoso') 




+ cos ;^(coa a cos / — cos y cos «') 




= cos a — cos of cos 


nd 






(cosaco, (f-co.(ioo. «■)• 




+ (co. o cos /-cos c cos «■)■ 




= cos H' + COB a" — 2cos « cos «■ cos 0. 


folglich ist Dach dem Obigen 

1 



cos «, ■+■ ti(co* a — CO« a' cos 0) ^ rt coa a' Kl — /*' 
uod folg'lich 

cos «, = — fi cos a -\- cos «■(/* cos ± 1^1 — /i.' sin ©*). 
Nscb dem Obigeo ist 

, cQg ß' coa B,.4-^(cos et eos ß' — cas ß cos c') 




' + 2ju(coa a — coa «' coa &) cos «, 

'— /i'(co» a'-f-coB «/'— ücfli a c»B a' cos 0), 

tfos «,+|U(coi a-co» a' cos 0)1* 
f»*jcnii o" ■+-CIWI c" *- 2cas a co» «' cus 

• , , — (coi»a— cos «' cot 0)'l 
, cos a'* — ^' cos «" sio 0' 
coB a"(l — /** sin 0'). 




I 



hM£2 



!£J 



Fuhrt man in ilieae Gleichuug'eii den vorlier ^efunileDeo Ausdrack 
vou cos u, ein, hu erlält mnii die drei t^li^eDclet^ Gteicliani^eu, !□ 
deaeD die obern nud unteiq Zeichen sicU auf eiDander bezechen: 



i a -(- cos «'(/» cos d= l/|— ji*' Hin 0»). 

42) jcoB /!,= — (* ooB jS + coB (J'{|W cos edh\^\—fi' sio ©'), 

[coa ;-, ^ — /* cos ;- + co* /(fi cos 0± t^l — ^' sin 0'); 

n COB ± Kl— f.« 
^^4^ = ^ cos ©iVlf^ 

!=/* cfts ©iV/l — ^ i 



rzüglicL entaleht jetzt die Frage, wi 
Zeiclien zu nclimeu sind, vorüber auf folgende Art 



Entscheidung gegeben werden ki 
zweite geritile Xinie d« 



Formeln die 

ne bestimpit« 

von nun an dit j 

Eiofallslotb nennet) wolleo. 



'■=^ (^ -/'.). 



die deich DD gen der durch das EiDrullalotb und seine Verlan geruitp; 
üUer deD gemeiDschufllichen AuBgang'Hpunkt: der drei Lioieo Iiidiiub 
detrgeatellteii geraden Linie, i^iod nun ^ und ß, die Entfernuu^cu 
iweier beliebigen Punkte in der ersten und dritten gecuden Linie 
von dem gemeiDschaftiicheD AUBguDgspunkte {p,f,r, ) der drei 
Linieuj so aind die Coordinaten dieser Punkte in dem Systeme 
der a^, wie leicht erhellen wird, in vütliger Allgemeinheit: 
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a C08 y — cQg Y CO« of 

«' coB y, — cos y cos a 

ce' COB a, — COS ß" coa a 



I rh ergell endea Gleichungen werden aicL aUu, wu- 

hteo hat, dass — seiner Nulur nacb eine pmilin 

ugleicli erfiilleu lusaeo, wenn die Gröwse 



negativ ist; oder mit onüern Worten: 
Wenn die Gräase 



s a caa ^- 



I 



negativ ist, ao werdeD sich immer zwei Punkte, der eioe in iti 
eratcD, der andere in der dritten geraden Linie, von aolclier \Aft 
angeben lassen, dasa die durch diese beiden Punicte der Lage isck 
besltmmfe gerade Linie der durch das Eiufallalulh und Eeine Ver- 
läDS'erung über den sem e i na cbiiftl leben AuB)icangG|)UDkt der drei 
Linien htnaus dargeate^Iten Linie parallel ist. 

Nnn erhellet aber auf der Stelle, dass sowobl bei der Re- 
flexion °), als auch bei der KefractioB die erste und dritte gerade 
Linie immer auf verschiedenen oder enlgegeogeaetzteD Seiten dft 
durch Jas EiDfallslutb und seine \erlängerunK über den gemein- 
achaftlichen Ausgangspunkt der drei Linien hinaus dargcstelltcD 

Sernilen Linie liegen, uud dasa es also nie zwei in der ersten und 
ritten geraden Linie liegende Punkte von solcbet Lage geben 
kann, dasa die durch dieae beiden Punkte der Lage nach be- 
stimmte gerade Linie der durch das Eintallsloth und seine VerläO' 
geruDg über den gemeinschaftlichen Ausgangspunkt der drei L 
hinaus dargestellten geraden Linie parallel ist, indem voll jedtt 
durch zwei In der eraten und dritten geraden Linie liegend« 
Punkte gezogenen geraden Linie die durch das Einfalisloth iid 
aeitie Verlängerung über den gemcinacbaf Hieben Auagaogspi 



■) Hm vergleiche Archiv. Tbl. II. S. 147 d 



■P«pr 


^ ^^H 


18» 


^B 


hinaus dargeatellte gerade Linie offenbar ootliwend 


g geschnitten 


werden muss. Daber kann weder bei der ReQeiiuu, 


noch bei der 


Refmction die Grösse 




cnsB'coSfl.-eos/CMSK, 




cosBCOs/r-cos^ posa- 


jemals negativ sein, und ist folglicb in allen Fällen 


positiv. Uier- 




36) und der 


Gleichung 34), ergiebt sicli auf ganz UDzweideatige 


Weise, dass 


sowohl bei der Reflexion, als auch bei der Refruction, 


nie/i=— — 


gesetzt werden darf, sunderD immer 




M)^ = i 




ftesetzt werden uiuss, wie vod nun an auch im Laufe der ganzen | 


folgenden Untersuchung immer geschehen soll. 




Aus den drei Gleichungen 42) folgt wenn man 


lieselben nach 


der Reibe mit 




cos «', cos ß; cos y- 




■aallipticirt, and dann zu einander addirt: 




G08 ä' CDS (t, 4^co8 ß' cos ß, +COS r' cos /, 




— -^(S«»/« <='"' «'+ «« ^ cos ^ + cos ;■ cps n 




+ {cos o-' + cofl /J"+c«B /'] (/» cos ©=*=VT 


-M«rind'). : 






und folglich, weil 




icos = cos a cos k'-|-cob ß cos |? + cob y 


cos r'. t 


*^Mcos 0. = cos «' cos «. + COS jS',cog/,^^a 


?,r'«?.''.7'. "' 


nnd ./"'"!'. ^"1 iB-' 


iji i^ti>.iiw.' 




U' ,d 


cos «" + cos|S" + cos^- = l 




ist, 




cos 0,=-M cos 0H-(|« cos 0±l/l-p' 


sin 0»), 


■ d. i. 

46) cos 0,=±l/l— ji*' sin 0'. 




■ Nun erhellet aber sehr leicbt miltalst einer einfachen 


Constraction, 


^ dosi bei der Keflesion die 180° nicht übersteigeod 


en Winkel 


nnd 0, immer entweder heide kleiner als 90", oder beide grögser H 


^ als 90° sind; dass dagegen bei der Refraction drr e 


ae dieser bei- ■ 


* den 180° nicht übersteigenden Winkel immer kleinp 


als 90°, der ■ 


andere grösser als 90- ist. Demnach haben cos & 


und coa 0, ■ 


S bei der Reflexion immer gleiche, bei der Refracti 


n immer unl ■ 


1 gleiche Vorzeichen, und es ergeben sich daher n«cb 46) jetzt die ■ 


^Igendeu Regeln. 


^^ 




I 



1) Wenn @<90'', d. h. cos @ positiv ist, ho ist ttül 
0, <90°, d. h. cos (9, puiitiv, und folglich 



cos &, : 



hvr- 



lu BeUea, also in den obigen Forniein die obero Zeicben 
nebmeti. 

2) Wenn 0i"9O", d, b. cos negativ ist, so irt i 
Ö. >90", d. h. C09 0, negativ, und folglicb 



obigeo Farmeln die uotero Zeicben 1 



II. Rein 
J) Wenn 0<9O", d. b. cos f 
b. COB 0, negativ und folglich 



2) Web 



= — Vl^^> Bin 61' . ,,,_ 
bigen Purm^ln^ die nutern ,!^^ra 
9>W)°, d. Ii: cflH © neffrflitfisf, a'rf Wt"®,*^ 



d. li, cfls &, [iDsiliv, usd folgHoh 



zu setien, aUo in dCii ol 

Wir sibd dalier durch 
iiberlsuut zu dem folgenden 



H-Kl-p» a 


ID 0» 


gen Formeln 


die 


ie vorbergebe 
Rcauhnte gela 


nde V 
Dgt: 



obern Zeiebea ■ 
ileranchnng jetf 



47) 



ä (J, = — ^ cofl jJ + coa (S'(ji* 
s y, = — ju cos y -H cos f'(ji 



!iif-?!J=i.c;ie=fc>^ 



«o. ©il^l-p- ■ 


.*)ll 


CO. ©±1/1-/»" s 


oW), 


CO. eii^i-c- . 


.e-j 


'-i-^-.ine-, 
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9±l/|-r^ wu;^'; 



B Ö. =±1^1— j»« müi 



mit der tieBtiminuiigr <lass wo <*■> dieEBH Formelu ^m Fülle fl^r 
ReflesioD die ubern oder uqIptd Zeidieo zu nebmen liat, jenack- 
dem 0<!1O'' odt-r ©^W ist; im Fülle der Reflexion dagegcD 
die obcrD oder uniero Zeiclieu Debmen musa, jeuacbilem @]>-00° 
oder 0<9O" ist. 



Ini Folg'eDden wollen wir uns nun immer di« erste g'erade 
Linie von einem gewissen Funkte, dessen Coordinaten ;*. y, r isein 
■DÖ(;en, ausgebend denken, tind wollen unter dieser, Vorauasefzung;, 
allen übrigen im Vorbergebeoden eingefübrieo Symbolen die ib nett 
beigelegte Bedeitiunif Insacnd, fcroernin die von der ersten Linie 
mit den positiven Ibeilen dreier durcb den Punkt (;"/r) gelegter, 
den primitiven Axen der ,^ys purallerei^ Axen eingescblnssenen, 
180" nicht überBteigendee Winkel durcb a, fi, y bezcicbnen. Dann 
muBs man »Seubar in allen obigen Formeln fiir a, ß, y respectivc 
ISO"—«. 180"^/*, ISn"— y setzen, und erhült dadurch die toi- 
senden Formeln. 

Die Gleicbungen der ersten Linie siud wie früber 



48) : 



- y-7. 



-50) 



= — {cos c 



und 



COB y, =^ cos y-\- 



s a'-4-C0B /? cos (S' + coe y o 



+ cos aV 

+ COH ^(t COS & 



ZiiJi£!_?_ 



:^p COB Ödb 










« e±.v\-r.' 


.i. ©■), 


• eiKi-c- 


.i„ ©■), 


I ©il'l-;»- 


.i. ©.) 


'l-^-.in©., 




'l-^' .in ©.. 





Kl — /*' »iij i 
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-m 


^F auch 




1 cos 0, =±l/l-ii*> ain 0»; 


^^1 


^^ mit der Bestiinmun((, tiass man id dieseu Formela im Falle derK«- 1 

■ flexion die obern oder unlern Zeichen zu nehmeu hat, jenachden 

■ 0<:9O° oder ©^OO" ist; im Falle der Refraction dageften die 
^^ obern oder DDtem ZeicheD nefamea muss, jenachdem @^dO° oder 

■ 0<9O° ist. 


■ 




V l<:s sei DUn 




P ■ 51) (ar-a,)* + (y~&,r-^(M-c,] 


!• = /!,• 


die Gleichung einer Kugelfläcbe, nnd p„ f,, r, aeieo die Coordi- 1 
Daten des Durchschnilts|iutik(5 der ersten geraden Linie mit dieur 1 
KuKelfläche; so haben vir nnch A9) und 51) zur Beatimmunff ?iu J 
P„ ?.. ^t die folgenden Gleichungen: J 


p,_p y,_j r,-r 

cos ß cos y ' 


' fl 


b, -«.)■ + (?. — Ä,)' -*-(r, - c,) 


'=X4-mä^^ 


oder 


nä^^^^H 




P,-P ?.-? r,-r 

cos et cos ß eo»r' 


^^M 


IP. -P- («. ~P)\' + !?. -7-(*i -7)t 


s 


+ |r.-r- 


(«, — •)!■=« 


Weil nun wogen dar zwei ersten Gleichungen 


fl 


,, -,-(^ -„="■■ -"'-f-^'' 


— y) cos « ^H 


,, r (». ,,_(".-»') "■!'-<'. 


-risoi. fl 


^^ ist, HA ist wegsD der dritten Gleichiiog- 


.... ^1 


1. |p,_p_(„, _;,)|. CO. a- 


H 


■ +|(p,-,) eos^-(J,-?) coso|> = 


:/(,» Cll<< H 


■ -H(^,-rt eos,-(c,_r)c»so|■ 


■ 


^■ also, veil beUanntliiih 


__^l 


H eosK-H-ces/f + cos r> = I 


^^^^^H 


^L 


^^^^H 


^^^K (j>.-y)"-2|(«,-?) eo. o + (i, -?)ce. 


ß -^^M 


^^^^^ cos 


,i(p,-p).«Ä 


^^^B =|/J,--[(..-,>)' + («.-?)- + (c.- 


■-•«i «»■"■..■ 
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I wenn wir der Kürze wegen 



ä) 



£, bekanotlich die Entfernung des Punktes (pgr) von 
Hilteljiunkte [a,6,c,) der gc^benea KugelQäcbe ist: 



I" 

ftni wir diese quadratische Gleichung auf, so erhallen wir 

und nach dem Obigen lialicn wir daher überhaupt die drei folgen- 
den Gleichnngen: 



I 




in denen natürlich die obero und untern Zeichen auf einander lu 
beliehen sind. 

Nehmen wir nun liaa uacb dem Punkte {p,a,ri) gezogenen 
"-"iBesser der gegebenen Kiigelfläche als Einfnllsloth an, so 

ni wir die folgenden gunz allgemein gültigen Gleichungen: 



»,-P-(x-,j=v- /!,■ + *:, 


-B.-) 


COS a 


Ä, 






j,_,^(*r,=ti^«,.+jir,. 


-«,') 


cos ß 


Ä, 




' 


c,^r-IK,J=VK,' + K,- 


^«,-) 


cos y 



^) («OB ß- 

1 nach 50) 

coB = — (cos o coa a'-Hcos ß cos /y-i-cos y cos /) 
Ttrii IV. 13 



55) cos & = zh 
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54) mit Hülfe von 53) leicht 



f 7. 

Wir wollen nun die erste gerade Ijoic immer den eiofalleDdeii | 
Stralil, die zweite wie früher ohs Rinfallslntli, die dritte den an!- 
fnllenden StrabI nennen, und wie vorLer annebmeD, duss der ein- 
tulleode Stratil von dem Punkte (p^) ausgehe, uud die im vorher- 
aeJjeDden Paragrnpbeo bc'.rachleie Kugcifläclie in dem Punkte 
(;),y,r,) treffe. Jenaehdem die concave oder convexe Seite dieser 
KugelBäcbe der Richtung, nach welcher der einfallende Strahl ven 
dem Punkte (/'^r) aUBgeht, zugekehrt ist, wollen wir sagen, dias 
der einfallende Strahl die concave udcr convexe Seite der in Rede 
stehenden Kugelüache treffe. 

Trifft der einfallende Strahl die concave Seite, »a ist immei 
0<:^9O°; trifiit dagegen der einfallende Strahl die conrexe Seile, 
so ist immer 3^90"; welches Alles mittelst einer ganz einfacben ^ 
geometrischen Betrachtuos leicht erhellen wird. 

Nach $. 5. Bind daher in den Formeln 



I 



cos a,^fi. cos o + cos n'(/i cos ©±\/l^ 



10'), 



s Pt^fi cos jS-4-coB ß'ifi cos ©±1^1 — ^" sin ©'), 
a fi =fi cos yH-coB /((i t 



, 0±l/| — |W' lia Ö») 



im Patte der ReOexinn die ohern uder die untern Zeichen zu s 
med. jenachdem der einfallende Strahl die concare oder cooreu ^ 
Seite der in Hede siebenden KugelHäche trifft; dagegen 
diesen Formeln im Falle der Refraction die ohern oder die untern 
Zeichen zu nehmen, jenachdem der einfüllende Strahl die convexe 
oder concave Seite der in Bede stehenden Rugelääche trilTt. 

Nehmen wir nun aber im Folgenden das Einfallsloth mit im 
einfallenden Strahle immer auf einer Seite der znrückwerfendep 
oder brechenden KugelBäclie ati, bü muss man in dem Falle, wu 
der einfallende Strahl die convexe Seite trifft, offenbar in den obi- 
gen Formeln statt 

und «■, 8\ rl 



setzen, wodurch i 
genden übergehen 



e und 180" — «■, 1 
iesem Falle die 



(O- — 1?, 180»—/ 

>bigeQ Formeln *) in die foM 

0::pl/l — m' sin 0»), 



nick bleibt ungcändert. 



CO. /!,=^c<.. |S+m 


ß'f^cm&rpyi-p- 


.in ©■), 


00. r,=f> CO. ^'^CO 
llDter der gemachteo Vorau 


/(^ coa 6l=Fl^l-^- 
Setzung; iat datier öligen 


aio «•). 
ein im Folio 






cos «, =/* CO. a + cos 
CO. /!,=/. CO. ^+ CO. 

CO. r,=l* CO. /+COS 

und im Falle der Refraction 


fl'(jn CO. Ö-I-Kl — /*' 
«^ CO. ©+1^1-;.= 
/(/.CO, ©-(-l/l-p- 


.in ©.,, 

sin e.), 

si. ©.), 


CO. tt, ^1* coa a + coa 


a'l^co.e-Kl-t.- 


.in S-J, 


CO. (i,=^co. />+co. 


flMCO. ö-l^l-;.. 


.in ©•), 


cos ri=f* CO. y+cüs 


/(fco. e-l/i-,.. 


sio ©-I. 


Also Igt 






cos B,=^ CO. «H-COh 


rf(,. eo. 0J=yi-^' 


.in ©■), 


CO. ;i,=p cos ;!+co. 


«f cose±|/i_f. 


.in ©.), 


c«. r,=ß CO. c + cos 
ivo im Folie der Reflexion 


/(;. cos azbVl-,,' .in ©.); 

immer die obcrn, in, Falle der Re- 



Id der Glekliun^ 53) de; 
obere oder untere Zeichen zi 
Stritbl die coocnve oder conv 
tritTt. Also sind nucli in dcu 



vorhergehen deo Purap^rapheo ist das 
nehmen, jenachdem der einfallende 
se Seite der gegebenen Kugelfläche 
lus 53) bekuanten Formelo 



oder in den Formell 





= Ä, 


±VH,' 


+*, 


■-«.■, 








S|I- 


±V/Ä,- 


+Ä 


• — «,• 


*"7~ 


±i//i,' 


+ A- 


» — £,' 


Dein 










~ = 


=Ä 


±«.l/> 


_A 


^. 


s tl 


= A- 


±«,1A 


_£i. 




zm. 


-K 


-.-«l/T 


_5l. 


-Jf,' 



! obern oder untern Zcicben za nehmen, jenachdem der einfal- 
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lendc 81ralil tlic cnocave oder convexe Seite trifft. N«lim«ii «ir 
nun aber ilen HalbmesBCr /I, {insitiv oder negativ, jenachdeoi i« 
eiotalletide StrabI die cnocave oder cnnvexc Seite trifft, ao krä- 
Den wir iillgemeio 



^ = AT, + «.1/1 



cos y I T- . V 

Belxeu; oder 



-) CO» ß, 

'-) coH r- 



Hallen wir di 
stimmang fest, so 
trachtet, 



e vorher wef^en des Einfaltsloths Begebene 
ist uffeabnr, weon man Jt, immer bIb pontii 



R, COB j'' = c, —r, 

, cos (180» — jfj^i, — y,, 
, COB {ISO» — r')=^c,—r,; 



igebene B^| 
I pontiv k^H 



jenachdem der eiDfallende StrabI die coDcave oder coDTCxe StlK 
trifft; und folglich 

±Ä, c0B«':=a, — p,, 
±71, coa ß- = 6,—^„ 
±R, COB y'=c,—r,; 

indem man die ohern oder untern Zeichen nimmt, jenacbden d» 
einfallende Strahl die concave oder convese Seite trifft. NJnal 
man aber wie vorber den Halbmesser R, positiv oder negalit, 
jenacbdem der einfallende Strahl die concave oder convese Seilt 
trifft, so tat allgemein 

n, COB a'^B, — p,, 
R, taa ß' = i,—^„ 
Ä, coay'^c, — r,; 



■ ' . ■ .- 


^^H 
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' ^^1 


aho 


^^^^1 


c». . = --^<^. 


^^^1 


...,=,^-^-^. 


9 


c..^ = ^. 


und folgliclj nacli dem Obigeo 


OS IC i jI^^^^^^I 


..-p-ijr,-^«yi-''''-5''). 


™" " Ä, 


"^1 




lO. P — Ä_ 


^H 


.,-,_(;r,.^Äyx_lK^-,. 


CO. r g^ 


^H 


'oder 


■ 


ff, — P — Ä", cos K 1/j £,'- 


^ .] 


Ä, V /t, 


t,-,^K.a,, ,1/, «,■- 


A',= ^ 




j.ui i' C. -»■-*■. «»sy r,m fflA *''*^ 


lÄÜ ^^^J 


COS J' j^ CU8 /!(/■ l ^ 


Weil DscL dem Obigen bekaDDtlicU 


"^^^1 


C08 0— — (coa a cos o'+Cos ß cob j^H-cos j- 


CO. '^^^B 




S 


c..«_V.--.--5.- 


»der 


. J 




uuil folglich 


•fl 


.i. © |/(f, + *,H«,-«r,) 


AIbu ist Ducli dem üliigeu uucli 


^^H 


;',=P + (Ä, +«, CO. ei c„s o, 


1^^^^ 


Sr,=? + (Ä,H-Ä, CO. Sjco. /!, 


-^^^H 


L r,=r + (A:,+A, CO. ©) CO. ^ 


^1 





I beliebiges rechtwiakliges Co«- 
r'elcLem der einfallende 






Winkel , 






durch i\ea Punkt' 
X pBfatleler Axcn 



^ leiu, aie 
zur BestimmUDg der Ijuge 
übersicbtlicli zusumm^nzustelli 

Zum Grunde gelegt win 
diaatensystem der aryx. 

(legeben Biud: 
die Coordiaateo p, q, r des Punktes, 
Stralil ausgeht t 
die 1S0'> nicht üb 
falleode Strahl mil 
(pH gelegter, di 
eioschliesst; 

die Gleiclune der zuriicknerfendeD oder brechenden Kugelfläche, 
"mlich die Gleichung 

(^_„,). + (j,_Ä,)'+{*-r,)» = /i,S 
wo der Balbmciitier R, als positiv oder rIs negativ betrachtet vrird, 
jenachdem der eintalleode Strahl die coucave oder coovexe Seite 
dieser Kugelflüclic trifft. 

Gesucht werden die Coordinaten p„ ^,, r, des Einfallspuakts, 
in nelcbeiD der einfallende Strahl die gegeheue KugelfläcLe trifft, 
und die 180" nicht üborüteigenden Winkel, welche der von den 
Punkte |>j,^,r,) ausgehende ausfallende Strahl mit den positiven 
Theilen dreier durch den Punkt (/'i?,'',) gelegter den primitiven 
Axcn der x, y, s paralleler Axeu einschliesat. 

Zur Berechnung' dieser sechs Grössen, durch welche die Lage 
des ausfallenden Strahls olFeuhar vollkommen bestimmt wird, bat 
man nach dem Obigen die folgenden Formeln. 

Zuerst berechnet man die GrÖHsen E, und A', mittelst der 
Formeln ' ' 

£, = \/{a, -;,)• + (*. —f-)'-H(c, -r)', 

Ä, =(a, -p) cos a + (Ä,-y) cos ß + {c,-r) cos y, 

und hierauf den 180" nicht Übersteigenden Winkel & °j mitteilt 



9 = lA 



/, 


<e 


+ Ä.) iE 


— *.) 




lA« 


-f- 


K^) (fi, _ 


A.) 






Ä,' 





Dann ergeben sieb die Coordinaten p,, 
P,=p-h(£:,+/t, Ci 



nitieUt der Formeln 



- iieht übriBcns ans dem folgenden Ausdrucke von cos 8, 
I unter den oben gemachten Vor^ussetiungen der Winkel nie W° 
Y übersteigt 
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/ ^, imtg^^Ky -4-Äi cos ®) cos jJ, 
r^ =r-4-.(iSri +Äi cos^) cos )'; 

od hierauf die 180« nicht übereteigeDden Winkel a\ p^ f mit 
Jst der Formeln 



» 



cos a' 



cosy'^S^-^. 



ndlich erhält man die ISO^* nicht iiherUtefgeoden WinkeKa,, jl>,, 
, mittelst der Formeln 

cos a, ==/i* eos a + cos a'(/i* cos ©zti^l-rf** sin öj*)» 

cos ß^=fA cos /?+COS j!f(/^ cos ©ztl/l-rf** SIO ®*), 

cos YyZ=:(i cos ^'^-cos /f/t* eos 0dbl/l — /i** sin 0*); 

denen im Falle der Reflexfon die obern, im Falle derR^frUCtion 
e untern Zeichen zu nehmen sind. 

Purch Einführung einiger Bnlfswinkel kann man sich die 
echnung nach diesen Formeln erleichtern. 

Berechnet iilan die Uülfswinkel 9p und '^ mittelst der Formeln 

^% Y — *• fßf'^ ^ p^ cos ^ (ä, — p) sin y' ' 



10 ist, wie ma» leicht fiudet, 

* ^ cos V 

Nimmt man nun aber, was offenbar verstattet ist, wenn 

b^ — y und e, — r 

positiv ^ positiv 
negativ positiv 

negativ negativ ~ 

positiv negativ 

Bt, <jp so, das» respeetive 

0<y< 90«, 
90»<y<180% 
180«<ry<270«, 
«70« < f) < 3«)<> 
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ist, so hat GOB <f mit b, — q stets eiuerlei Vorzeichen, and doa 
Vorzeichen von tang V bän^t also bloss von a,—p ab. Nimmt 
man dann ferner ifi stets [)08itiv und nicht ffröaser als 180°, so hat 
cos jp einerlei Vorzeichen mit a, — p, und man knna ulsa UDtcr 
diesen Voraussetzungen immer 



1 a> = /i sin 0, 
md nimmt ut niclit grosser als (Kj", so ist 



int, ,i>iicli dem Obigen, vrie man leicht findet: 



und folglich, weil 

I 

^L int, aacb dem Obigen, vrie ma 

^ ^ cos r, =eo8 r - 



.... 

roer den Hiilfswinkel ai mittelst der Formel 1 

sin w = fi sin 0, ..I 

Ssser als (Kj", so ist I 

1 — /** sin 0* = cos w, I 

-=i^ J 

vrie man leicht findet: _^^^^^^H 



WO im falle der Reflexion die oberu, im Falle der Refractiou 
untern Zeicben zu nehmen sind. 

Daher sind die bequemsten Formeln zur Auflösung nnaererj 
gäbe die folgeuden: 



tang 5P = ^ 



lang 1/1 = 



ILZ_ 



E,=~ 
Ä, =:{a, — p) cos «M-(Ä, - 



,ß + (c,-r 



:, + K,>(e,~K,) 



;/,=;. + (*,+«, CO. 8) 1 

'/, ='/ + {Ä, +/t, CO. 0) c 

r, =*■ + (*", +Ä, CO. 0) c 



cos / = -i- ^ ' ; 

COS «, ^ coB a —■ — ^ + coB «' 
cos ß, =cos ß - — g + C08 ß' 
coa y, ^coa y ■ j -Hcoa / 



Wie die Winkel 9>, i/>, ui genammen werden miiasen, ist aus 
n Obigen bekannt; der Winkel @ ist nie grösser als 90* zu 



Sias ' 


siMu-ie) 


sin ■ 


sin (ai =t e> 



Die Gleicbungen des BusfalleodeD Strahls alod 



Wenn die Gleicbungen 

{^~„,)' + (y-i,r + {x-c,)'=R,\ 

{a! — «.)» + (y— *,)» + (» — c,)' = Ä,«, 

(^ — «ft)' + (y— **)*H-(a— «)' = Äi» 

nebrerer zu rück werfen den oder brecbenden Kugelfläcbco und die 
ZuriickwerfuD ga verbal toisse ') oder die BrechDOgsverhältoisse Dir 

Sawei darch diese Kugelflachen von einander gelrennle brecbende 
edia segeben sind, so hat es dud auch nach dem \ orbergehen- 
den nicTit die geringsle Schwierigkeit mehr, dio zur Bestimmung 
der Lage des letzten ausfallenden Strahls erforderlichen Formeln 
XU construiren. Weitere Untersuchung-en über diesen Gegenstand 
und Anwendungen der im Vorhergehenden gewonnenen allgemei- 
Den Formeln behalten wir aber spätem Abbau illungen vor. 



*) Man vergleiche über den hier immer luin Grunde geleffteii nllgemeini 
Begriff der Zurückwerfnng Arebir. Tbl. II. S. 147. Note. 
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1 



Drei Eigenschaften der Oberfläcben zweiter 
Ordnung und ihrer eonjugirten Halbmesser. 



VOD 

Herrn A. Göpel 



nkte fie 



aus n ^egebencB 
»rmalen cooitanl 

Mittelpunkt is 
egt uod deren Axen mit 
den Hauiit&xen des Systems der n Punkte znaaiUiiKii- 
fallen (S. Litt. Bericht. Nr. XII. S. 191) und deren Brenn- 

E unkte eine bestimmte Bntferoun^ vom Mittelpunkte 
aben. 

Ehe ich zum Beveisc dieses Satzes scbreite, nire icb einige 
elementare Sätze der analytischen Geometrie ins Gedäcktniss m- 

Die Gleichung einer Oberfläche zneiter Ordnung in BezuK 'rf 
ibren Mittelpunkt, als Anfangspunkt, und ihre ( reell twin kl if^o) 
Bauptaxen, als Co ordinalen exen, ist: 

J) JB'-|-Ä^'-(-Ci'» = l. 

Ihre Balbaxen sind der Beibe nach \/ ~it l/öi 1/ c' ^'^ ""' 
findet, wenn der Beibe nach y=0, » = 0; » = 0, ^^=0; jr=0, 
^=^0 s;C!jetzt wird. Die Gattung der Oberfläche wird leicht id 
den Zeichen von A, B, C erkannt. .Sind alle drei positiv, W 
siud alle drei Hnibaxen reell und man hat ein Ellipsoid. Ist eine 
der Grössen A, B^ C negativ, so wird eine Halhaxe imaginär, und 
die Glei^ping gehört einem einhülligen Hyperholoid an. Sind iwN 
rselben negativ, su liefert sie ein zweibiilHges Hyperboloid. 



Diifereifl 



• 2) 



die Gleicbung I), so bat man 
Aada +■ Bpd^ + C'idy = 0. 



Betracbtet man liier a, ^, y als beliebig gegeben und unveründi 
iicb, HO stellt diese Gleichuntr in Bezug auf die Coordinatea ^ 



Iß, dy eiu uneiidlicb kleiuei, um deo Punkt (a, ß, y) herunliej^eD' 
' is Stuck der kmmrnen ÜberQäcbe dar. Da «le voni ersten Grade 
t, BD wird sie die Gleichuag einer Ebene, welclie die OberBäche 
t PuDkte (u, ß, y) berührt, wenn niiin statt Her uoeiidlick klei 
tm Berührungsiiuakte an gezählten Cuordinateu äa, f/ß, dy die 
endlichen a: — «, y — ß-, % — y setzt, wo x., y, s die laufetiden 
Coordinaten bedenlen; aämlieh 

Addirt nioii hiezu die Gleichaug; I), ao er^riebt sich iti'Siai 

H) Aax-\-Bßy+Cy%=i 

als Gleichuag der Tangentialebene in Pdnkte [a, ß, y). 
Gleichuag stellt zugleich die ganze .Scbaar der Tangeniialebenen 
' " " liigticbeo der GleichuDf^ Ij genü- 

rekehrt ■■ "' ■ ■ 



1 umgi 




genden- Wertbe giebt. 

h)p. 

gegeben ist, so findet c 
«tattfindeiide Bedingunffs. 
rubre. Es musa nämlicu 



bcid; eliminirt mnii hiernus mit Qülfe der GleicbuD^ 1) », . 
so bleibt als Bediogungsgleichang 



Bedeuten nun p, q, r die Cosinns der Winkel, welcBe eine 
durch den Anfangspunkt gehende Gerade mit den Coordiuatenaxeii 
mncbt, BO ist 



Sind ferner a;, y, a die Coordinaten eines beliebigen Punktes, 
bildet sein Leitstrabl mit den Axen Winkel, deren Coaini 
zieblicb 




2U4 

piT+jy-l-r» tlie l'rujectiou desselben nuf die Gerade {p, y, r). 
tCa werden uIeo der lileicIiuDg 5) 

p* -FW +■'■« = /' 

alle diejenigen Punkte (x, y, x) genügen, deren ProJectioneD ad 
die Gerade (;>, q, r\ am D vom Anfangspunkt entfernt sind. Folg- 
lich ist obige Gleichune diejenige einer Kbene, deren Abstand vom 
Anfangspunkt gleicb ^iat und deren Nnrmnle mit den Äsen Winkel 
von den CosinUB j>, 7, r macLt. Die Gleicbung einer b)bene kann 
immer auf die obige Form gebracht werden; denn sollte in der 
Gleichung 

p^a;-\•q^y•\^r^%^D^ 




nicht ^i ' + yi'+i 
durcb Vpi' + y,"- 
Form zu erhalten. 

Seien nun ^,, ; 
ordinaten der in dem 



'^ 1 sein. 



so darf man nur beide Seiten 
I, um sogleich die gewünschte 



pa:-\-qy-^rx-=D, 



wo ^»-|-ff*+r*^l, die Gleicbung der fraglichen Ebene. Wenn 
man den rankt {.x^y,%^) auf die Normale (;>, 7, r) projicirt, so ist 
dem Obigen zufolge 



der Abstand dieser Projection vom Anfangspunkt; mithiti ist 

8) p.i:, + 5^,+r», — ö 

der Abstand derselben von der in Rede stebenden Ebene. Aebn- 
liebe Ausdrücke erhält man für die übrigeu Puukte (•a^iy,«,) 
u. B. w. 

Wir wallen jetzt, den Lehrsalz ein wenig veralla;emeiDerDd, 
die Quadrate dieser Abstände mit beliebigen Coef&cienten m,i 
fft,, .... Mn mnitipliciren und dann sddiren. Auf diese Weise e^ 
halteu wir zwischen den BestimmnngssCiiuken der Ebene (/>, i}, f; 
0) die folgende Bedingung: 



9) m^ijtXt ~ 

-^m^{px^- 



■79. ■ 






"Ap^« -H Wh + rx„ — DY ] 



p^S{wtx*) + ^rS[my%) — 1DpS{mx)\ 
\- ?»«(«y') -+- IrpSimxa:) — 1DqS{my)\ 
hr"«(»w') -\-1pqS(mxy) — iDr8{m»)[ ~ 
\-B*S{m) J, 
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Denken wir uob duo die geg;ebeneti m Packte mit iten Haasen 
M,, M,, . . . M» beliaßef, tind Btellen wir udb den AnfangBpunkt 
nad die Coordinateuaxen iu dem Schwerpunkt und ilen Haupt- 
(trägheits)Bxea dieaes malcriellen Systems vor, so ist den Elen 
ten der Stalik zufolge: 

Führt man ferner die folgenden ßczeichnungeD ein: 

112) P=S{ma:'), Q=:S{my^], « = «(«.»•), 
JU=S{mh 
stellt sich die BediDgungsgteichnng 10) folgendernasRen dar: 
13) i^» + Öy'+/ir' + ^/)»=Ä, 
r, wegen p» + 9» + r' = 1, so : 

14) Wfl' = (Ä--7^p« + (A'-0)y»-i-(Ä'-fl)r'. 

Diese (Gleichung bat dem Vorbergeheaden zufolge genau die nötbige 
Form , damit die Ebene 5) eine Oberfläche zweiter Ordnunij; be- 
rühre, deren Mittelpunkt und Hauplasen in den Anfangspunkt und 
die Coordiaatenasen, d. b. in den Schwerpunkt und die Haupt* 
axeo des erwälmten materiellen Systems fallen. Hiemit ist der 
erste Theit des Lehrsatzes erwiesen. 

Die Hulbaxeo dieser Oberfläche erhält man durch VergleichnD^ 
von 14) mit 6); nämtich 



15) ^= = 



_K-Q. 



K- 



Nnn Bind -^, -s, -»-> wie zu Anfang erwähnt worden, beziehlich 
^eich a', £', c°, wenn <r, 4, c die halben Auen der Oberfläche 
■weiter Ordnung bedeuten. Bs sind daher wegen 15) die Diftereuzen 

VDD der Constanten K unabhängig; woraus wir schlieaaen, dass 
die IU verschiedenen Wertben von K gehörigen krummen Ober- 
flkben sämmtlicli confocal sind, fliermit ist auch der zweite 
Theil unseres LebrsafzeH erwiesen. 



II. 



Ten 



albm 



krunmen Oberfläche zweiter Ordnung liegen in einer 
Kegelflache zweiter Ordnung. 

Die iillgemeine Cileichung einer Regelfläche in Bezug auf drei 
beliebig durch ihre Spitze gehende Axen ist 



iWenn die drei Axen auf ihrer Ober6äche liegen, so i 



sein; weil alsdann die Gleicbungen y^O, «:^0; Jt = 0, ^^0; 
jT^O, y^9 ihr genügen müsseD. Mun bat daher 



uIb CleicbHD^ einer durch die drei Coordinstenaxen geheudeo K«- 
gelfläche. Die Gerade, deren Gleichung 



st, wird daher in dieser Fläche liegen, wenn p, g, r der Gleichang 

4, £ + «+«=0 
' P •/ r 

, r") , {«", ß", r") die auf der Ober- 



Sind nun (a, ß, y), 
fläche sweiter Ordnung 



5) Ja* + Bß^ + Cy» =: 1 

liegenden Endpunkte dreier conjugirten Halbmesser, so ist der De- 
finition deraelten zufolge die Tangentialebene an einem diew 
Punkte parallel mit «ler von den Leitatrahleu der beiden andeKt 

Pebildeten Kbene. Die Gleichung der Tangentialebene am enltn 
unkt ist aber 

wird durch den Anfangspunkt eine Ebene mit dieser parallel ge- 
führt, so ist deren Gleichung 

7) Aaa;-\-Bßy-\- C)'s = 0; 



ijiai.'^Bßß'-^Cyf^O 
' I Ja"a ■+■ Bß"ß + Cy"y = 0; 
und auf dieselbe Art findet sich noch die zugehörige Gleichung 

8) AaW + Bß-ß" ■+■ cyy = 0. 

Führt man nun die Bezeichnungen 

9) Aaa-a"=P, Bßß'ß"7=zQ, Cry'f = R 
ein, s« kann man jene drei Gleichungen auch so Bcbreiben: 




1 



Punkle (o, ß, r) K ft rt K, iT, /) 



■•ä) J+y + f = »i 

und folglicli liegen die durch sie beatimmteD drei conjugirten Halb- 
messer auf der vun dieser Gleicliung auagedriickteo Kegelfläche. 
Diese Kegelfläcbe geLt aber durch die drei Coordinatcnaxeo; also 
liegeo Bckie^slich diese conjugirten Halbmesaer mit denjenigen, auf 
welche wir die Gleichung 5) bezogen hiihea, auf eioer una derael- 
ben Kegelfläche zweiter Ordnung. ' ' 



I 

■ Je zwei TernioneD conjugir 
Waer Oberfläche sweiter Ördon 

fzl zweiter OrdnuDs;. 

Wenn man in der obigen allgemi 

fläche der Reihe nach a;^0, y = 0, s^=0 setz 

et, ß, y fiir a:, y, » setzend: 



Jede dieser Gleichungen liefert zwei Gerade, als DurcbHcboitte der 
Kegelfläche mit den drei CourdinuteDebenen. Setzt man nun 

Ho werden obige' AusdrUcIce vollständige Quadrate und liefern also 

ede nur «ine Gerade. Oaier den Bedingungen 2) wird folgluih der 
«(Tel '■ ■ ■ 



Coordinatenebei: 



3) /- = : 



=f?.«=±f.*= 



Die oberen Zeichen würden die Gleicbung de> Keg^els eu «oem 
''ollständigeo Quadrate machen; mithin gelten die unteren. Nach 
Substitution der Werthe 3) hat man 

«^ ^ -.- fi" ..iL^-^^'^ — ^ — O 
R^ (IR RP PQ — ^ 




ttta Gleichung eiuer <lie drei CoonlioatenebeDeu berührenden Ke- 
gelfläche. 

Ditferentiirt man und setit dann a:^-a, y — (J, % — y für da, 
dp, (//, so wird die Gleichung einer TangeDtiBlebcne: 



(-B 



H^ 



y-C 



^^l' 






oder nach Addition von 4) 



5) K^- 






p' ti 






-1- f -Z- — iL _ it 
Filbrt DiBD jetzt die folgenden Bezeichnungen ein; 

BO igt 



Durch Binfnhruog die 
Kegelßäcbe 4) auf 



Werthe rednzirt sich die Gleichung itt 



Die Ebene {p, q, r), nümlicb deren Gleichung 

rie sich durch VerglflichnBg 



I .„....., 

I 

^H ist 



ist, berührt daher den Kegel 4), 
von 9) mit 8) findel, 



10) 



= 



Pj,^ Ün^ Rr 
l'ür die OberBäche «weiter Ordnung, deren Gleichung 
11) Ax^ -\- By^ -^ CV ~\, 

:onjugirter Da^chmeuB^ 



Ao:.T + Bß-y ~\-Cyx = {i 
AaL"x + Bp"y ■+■ Cr"x = 0. 
I. w. den Bedin^uogCD: 

( AaW -+- Bß'ß" + (Yf = 
13) L4a"ti-i-ßß"ß-i- Cr"y = 
ijau''^Bßß'-i-Cyy'z=0 






itct. 80 erliolten die BedioguDgen 13) die Form 



14) ( 



f I 

\P . Aa 



H.Bff- 



= ü. 



stellt man sieb datier die GleichuDgen 12) unter der Form 
piK-i- g'y-i-rs^O vor, so genügen die CoefiQcienten von allen 
Vdreien der Gleichuog 10) 



P.p ^«.9 



The drei 


Ebenen 12) 


berühr 


en also 


den Kegel 4), wo P, Q, R 


die Werthe 14) habei 


; also 


berühre 


sclilieaslicb dieae drei conju- 


girten 


rtLmessercb 


neu nebst den 


eu, anf welche wir die Glei- 


chuDg 11) bezogen 


babcn. 


einen 


Liud denselben Kegel zweiter 


Ordnung 










Die 


beiden l.ebrs 


ätie il 


und 11 


. können Tür die vollstäadige 


Verallgc 


Deinerung de 


8 folge 


Dden Sa 


les von Berrn Steiner {s. des- 


■en Enlwickelung de 


Abbän 


gigkcit 


u. H. w. p. 313) gelten; 


59) 


.Denkt man 


Bicli 


mVua 


e irgeud iwei rechtwinklige 


„Coordin 


atcDsystemc 


um ei 


en und 


denselben Anfangspunkt, so 


„findet F 


olgcudes Btatt: 






„Die 


6 Coordin 


»tenas 


en 


Die 6 Coordinatencbenen 


„liegen 


allemal 1 


n irg 


nd b 


rühren allemal irgend 


„eiaer 


Kegeln äc 


Le zw 


ei- e 


ue Kcgelflacbe zweiten 


„len G 


adea. 




C 


rades. 



„Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines umfassenderen Satzes.', 

Obgleich aber umgekehrt aus den Gleichungen 13) leicht 

liervorgebt, dass je zweimal drei Seiten einer Kegelfiäche immer 

«Ib zwei Ternioneo zugeordueter Halbmesser einer OberOäche zwei- 

TheU IV. \\ 
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ten Grades aDg;esebeD werden küDDen, so sind unsere beiden Lebr- 
Bätze docb uur besoaderc Fälle von zwei nmfasien deren Sätzen, 
deren onaljtisclie BehttniJluDg sehr verwickelt ausfallen durfte, und 
die idi bei einer andern Gelegenheit mittheilen werde. 



XXII. 

Bestimmung eines Polynoniinms durch 
grale seiner partiellen Differentialien, nelN| 
einer Anwendung derselben. 



Herrn L. Mossbrugger 

Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau. 



X"i"" 



. ^K eine Anzahl veränderlicher Gronn, J 



beitSndig'e Coefficienten, und ist allgemein: 






1+ .^"Wiy.y, + ■ ■ 



•+■ -^"'m-jv%ym-^ -^"«y.' 



i^>.+. 



f. ^--l-l) l 
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n * M H n . 



-^•^lyi*"* • y4 



*-^+ 






» (iw-4-*i — 2) (m^n-Z) (*i-f-l>t , . 

•*"^^ 1.2 (m — 2) (m — 1) V 

jH-1 #H-1 jH-1 jH-1 

-^ly,* + ^,y,»-*y, + + ^iw-iy,*-^ . y«+ ^«y." 

m-i 



1"^^^ 1. 2. ..•(«— 2) («—1) — -*;y«i-i 

"*"^^ i.2....(«i— 2) («i— 1) -^^yb 

.'^ Km-hn-D im^n-2y (iiTf-2) (tt-fr- 1) . 

■"^^ 1.2 («• — 2)(« — 1) , ^ , 

!• kann gezeigt werden, dass, wenn: 

•^f'^^f^f^^^,'^*-^: 



4- «. «. ir. . . 

«t- «• a* w. • . • • . « 

14 
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ßhl. f,ly, ... ■/•'!/— ' fj,,j,^"7!!'.i, - ■ '*-. 1 
+ß,. fuy, /»-. /,^,,». 'ZZ-, ■ ä,. ■ "'■ !=■»'■'" 

/*. A ■ßy^'-^ fi,.".. äf . "«- = '^'- ■ • ■ ••) 

gesellt wird, alBdaan: 

F=S'~- Ä"'-f- S""— *"■+ =pÄ ± a-'h- Const. ... 7) 

Das obere Zeiclien gilt für ein ungerades, und dns untere für ein 
j^erades m. 

Hiebei ist jedncb zu bemerkeo, dass bei der Inlegraiioa einu 
jeden [larliellen DifTerentiiils die Constante jetlcsmal gleirli Nnll 
gesetzt werden musB. Die einzige der ganzen SuDime in Nr. 7. 
beizufügende Constante ist das leute Glied des Aue drucks von /'in 

Nr. !., welches wir erhalten, wenn wiry,=:y,^ ^y„=Ü 

setien, so dass aüa 

*^*"'«' =-^( l.a (»1-2) («^ J ** 

Die Richtigkeit der Gleichung Nr. 7. können wir aus Fulgendeii 
entnehmen. Differenziiren wir die Gleichung 1) nach einander pücL 
?ii ?i> ^1 ?"'! integriren alsdann die so entstande- 
nen partiellen Differentialien, so linden wir: 

a) DtiSH in der Summe Nr. 2. jedes der Glieder, in welchen 
nur eine einzige der Veränderlichen y,, y,, y,, y« in Ver- 
bindung mit einem der Canstanten Coefficienten ji'„A",,^", 

u- s. w. enthalten ist, nur einmal vorkommt. -Wir Gnden auch in 
der gleichen fSumme S' Nr. 2., duss jedes der Glieder, in welchen 
irgend eine Verbindung von je zwei jener Veränderlichen vor- 
kommt, in jener Summe zweimal enlbalten ist. Ebenso konml 
jedes der Glieder der Summe S', in dem eine Verbindung tod 

3, 4, m jener Veränderlichen enthalten ist, resiiectivi 

3mal, 4mal mmul vor. 

i) Diiferenziiren wir aber die Gleichung 1) nach einander nncli '. 

y, und ^2 ; nach ^, und y,; u. s. w nach i/m~\ und y«; 

und suchen alsdann, mit der Berücksichtigung, dass wie in a] hei J 
jeder partiellen Integration die Constante »U Null genommen wir^J 
die Wertlie der Integrale, welche in der Summe Ü" der Nr, ^H 
vorkommen, so werden wir wieder linden, dass in der Samna^H 
jedes Glied, in welchem eine Verbindung je zweier jener VerS^H 

derlicLen vorkommt, -r-^ mal enthalten isC^ ebenso kooimt in t^^ 
'gleichen Summe jedes der Glieder, in dem eine Verbindung .T<l^| 
^—*t "t VeräDderlicheo enthalten ist, respektive T~f| 



i*) DifTerenzÜreu wir ferner die GleicIiuDg 1) nach eiodnder in 
ehung auf y^, y^ und jr, ; in Beziebuo^ auf jr,, y, und y,; 

w in Beziehung auf ^n— 3, ym—\ . und y»; oebmen als- 

I mit der gleiciivn Berücksichligung' bei der Bestimmung 1' 
^tostonlcn, wie in d) und d), die Integrale jeuer purtiellen Itiffe- 
JT^tialien, so werden wir die in Nr. h. entLnltene Suuime S" cr- 
liallen, und in dieser so wie in deu VorljergelieDden bemerken, 
tlass in ibr kein Glied vorkommt, welches nur eine oder 1 
I Verändcrlicbe eniLält, biug'egen, dass 




iderliche cntliälf, 



= mQl vorkommt. 



l. 



lal - 



' d) Fuhren wir bei der Bestimmung der übrigen Summen ^V, 
. w. auf die obea angegebene Art fort, und dilTerenzüreD, 
r endlicb zur BeGlimmung der tjumme iS'l'"— 1> kommen, die 

j[' Gleicbung 1) in Beziebung nuf ^, , y^, y,, y«— li ^n Iff 

1 «,, y™— 3) y«; u. a, w y„ y,, y«! ymi 

'f Wtegrircn alsdünn nieder die partiellen Differentiale, indem wir 
s ebenfalls bei jeder Integration die Constante gleicb Null setzen, a» 
^ erbalten wir die in Nr, 5. angegebene Summe iS(™~i); in dieser 
B) Snmme kommen keine Glieder vor, die weniger als m — 1 Verän- 
derliche enthalten; jedes der mit m — 1 Veränderlichen behafteten 
Glieder kommt aber 



(m 



1) (»- 



-g).- 



.3.2. 



-1) 






_ vor; jene hingegen 
gfleicb m ist, komme 
liebe Art linden wir 
derlicb ■ ■ 



..(»1 — a) [m- 

welchen die Anzahl der 
'■" — ■* '2 , 

T\ = m mal \ 



) die Zeiche 



■ 2 (M-l) 

Summe >$('"), in welcher das mit m V< 
behaftete Glied einmal enthalten ist. Nehmen wir 
Glieder sämmtHcber Summen Ä", S", S"', 



iderlicheu 

Auf ähn- 



I Nr. 7. verlangen 



zusammen. 



fügei 



Aggregut nncli <iie in S) angegebene Consrante bei, und benerbcB 
bei der Summalion dieser (iVieder dea beksoDtcn Satz, daas: 



(l-l)'"=0 = l--y + - 



HU Gadeo wir, dasB die Gleichung in 7) mit der in 1) identisch sei. 
II. Dieser durch die Gleichung 7) ausgedrückte Satz läait 
sich Docli sehr erweitern. Vm jedoch nicht allzuweilläuGg zu wer- 
den, können wir, ohne daaa dadurch der Allgemeinheil des Ver- 
fahrens geEcbadet wird, statt der m Veränderlichen nur drei, nem- 
lich vT. ff und z nehmen; dadurch geht die Gleichung Nr. 7. I. in 
folgende über: 

- A/^ ■ 1^ 
-/•^y^s ■ ''' -/''y.fSs ■ •" 

+fda: fäyf^^ . rf, + Co.... 

Bei der BestimmUDB; der Werlhe der einzelnen lutegralien in dii- 
ser Gleichung (wobei jedoch jedesmal die Constante gleich Nnll 
gesetzt wird), werden wir sogleich bemerken, dass das erste f. 
das zweite y, und das dritte % zum (gemeinschaftlichen Faktor liat; 
die Ausdrücke für das 4te, 5le, 6te und 7te Integral haben *ber 
reejiektive wy, xx, y% und xyx zum gerne i DHC hafd ich en Faktar, 
so dass wir also setzen können: 

.pvf£du • ''^ = ^y ■•^'' /'^/££ . rf. = ^* ./", 

wo F", P', diejenigen Theile der Wcrthe von f- 

f 'jZ ■ fh/i bezeichnen, welche respektive Bit den VAv» 

reu X, ff, u. e. w. vervielfacht sind. On nun diesem nach alilk 
F", F",_F'",f u. g. w. in Bexiehuog auf a:, y nnd je Panktiona 
von gleicher Form sind wie F, ho lolgt auch nach Nr. 7. I, du> 
ebenso : 



SU5 

Sehe Ämidrücke erholtea wir fiir r', F", f\ /"', Die bo ebea 
, 3) Dfiil 4) ange^ebeneo Ausdrücke küanen wir auch leicht 
eise andere Form briogeD; setzea wir nerolicb: 

<cF'= r„ iif'= P„ 1/- = F. ; 
• ist «ach: ~-=sF' also j]r = ^ • ~^ ^> ""d daher: 

jy ™ a: 'i/ dy ' ■''' tß dTi ' a:»/ rfa ' ' 



'"'yfisi- 



i/ dx .dx •/ J X dxdx -/ i/ 37' 

-/''"/'''fh %; 




FühreD wir diese Wertlie in 2) bIu, so jbC 



-ß'^JjLk ■ ''=■ - ^/'^'^ f%^ • ''^ 



Gaui auf gleiche Art erlialten wir auch fiir F", f ", f /", T 
und f ähnliche Ansdrftcke, wie hier Tun F"-^ und wir werden. <r- 
keuDCD, dass die auf diese Weise für F, F", F" ^efundencD I 
Werthe durch die zweiten, dritten, vierten AhleituD^^en von F wi 
durch eine Constante begtimint sind; ehenso hängt die BestimnuDg 
der Werthe von /', /", f" von einer Constanlea und der driltin. 
vierten, fiinfteu, so wie die von f von der vierten, fiiafteo und 
sechsten Ahlcituna; von F und einer Constanten ab. Fuhren wir 
die jrefuBdenen VVurthe der Ausdrücke F", F", F"', f u. a. w. in 
der Gleichung 1) ein, so erhalten wir einen neuen Ausdruck, 
welcher die Abliäogii^keit der Funklion F von deo Integm- 

lien ihrer ersten, zweiten, u. s. w. Ableiton^eo aa((iebt. Anf 
welche Weise dieses Verfuhren weiter fortgesetzt werden kann 
ist klar. 

III. Der Taylor'iche Satz zeigt uns, wie aus der Gleicliuag 
der Fläche die Gleichungen der Uerter der Mittelpunkte gerunden 
werden können. Es ist nemlich bekannt, dass wenn durch F^O 
die Gleichung einer Fläche des »ten Grades, nnd mit ^,, t/,, i| 
die Coordinalen ihres Mittelpunkts ausgedrückt werden, Aaat Blt< 
dann, flir n:r=2m. 




di^—ip 




1 



BdiDg;uiigBgIeicbungeu für dus Vorhnodeosein von MittelpuDk- 
iner Fliictie ilee nten Grades sind. Die Gleicbuog; 1). [[. zeigt 
iber, wie aus eiaer gegebeoen ConataDten, nui den segebe- 
Fcrtbän der Ausdrücke ..\.' \ 

dF dF dF d^F ^F d^F rf'j ' \ , ,\ 
dx' dy'' dj:' dxdtf' dj;dx' dffdx^ dxifydx 

Funktion F oder die Gleichung der Fläcbe des Mten Grades 
Mtellt werden kannj oder wie wir mittelst der GleicbuDjren 
3, u. s. w, im Stunde sind, aus gegebenen Conatanteo, and 
3ten, 4len, 5ten und 6ten AbleitUDgen von /'^O die ' 
der Fläcbe selbst herznatellea, , Wir wollen dieies in 
Beispiel ausführen, 
seien die Gleichungen 



-V Fa -f-2*y+ iy^r + B"= ^ 



,6) 



d'F 



= C 7) 



d'F 
dj;dydx 

> finden wir aus 1. 2, 3: 



I 

i 



+ .4'»' + Py% + B*jp» +-*■« 

+ f y» + ÄV' -*- ^^^ + *"* 
/^ . da; = iE»»a? + üfy'ir + Cr' + K^v^t/ + Ar"« + Gafft 
-+■ £'a:» -4- /^ya: + Cof' + C"* 
und »Oi 4), K), 0): 

f^f^y ■ '^ = '^^*= + *^'+ Ä-r'y + ö-jry 

f^f^ ■ '^= -»»'ff + Pv'» + <?*y» + -f S« 

hndlich iat sus 7): 

Fübreo wir diene Wertbe in die Oleicbnog 1), II. ein, ho crhll- 
ten wir: 

iA»'-k-D%*y + E%*a: + /"«y» + ©»jry + Hxa;* I 
+ Äy' H- My*x + Ky^*l 
+ Cr'-4- J'«»-t-Ä'y»-f-CÄr« + />'vryH-C.3?» )==0..8) 
-f.J'ys + ^'x + Ä'yl 
-»-CV-t-Const / 

Wir können nun die GleichuDgen 1), 2) uod 3) als drei FUcbei 
angeböriff betrncbteD, auf deren OberBäclie reelle oder iraagiain 
MittelpuDkte der Fläcbe, die durcL die zu bestinuneade Gleicbopjt 
^^0 ausgedrückt wird, liegen mÜBsen. Ebetisu können die 
Gleichungen 4), 5), 6) ata Gleicfaangen von drei Ebenen aneeBchn 
werden} auf denen sich ebenfalls reelle oder imaginäre Mitlelpunlctt 
der zu bestimmenden Fläche befinde» miisseD, Der Auadmck 7) 
stellt einen aas jeder der drei Gleichungen 4), 5) oder 6) 
boltendeD, also hekauoten CoefGcienteu vor. 

Um die Fläcbe 8) vollends zn bestimmen, können wir die Be> 
dingungen treffen, dasa sie durch einen gegebenen Pnnkt (o, 6, () 
gehe, so dass also: 

+ A'c +, B'b + C"a + Consl. f 



Aus dieser Gleichnogr ersieht sicL der Werth der ConstanteD. Auf 
gaaz gleiche Art könuen wir aua den 3 gegebeoco GleicbuDgeu: 

f~ = a:t-i-e'y+6'x + a" = 0....9) 

^—c'a-i-&y-i-a'x + 6^ = 10) 

~ = Ä* + o'y + <-:p + Ä" = 0....11) 

und der Bedingung, dass die Fläche, deren Gleicfiung gesucht 
ivird, durch einen gegebenen Punkt (a, ß, ;■) gehen boII, die Glei- 
chung; einer Fläche zweiten Grsües beatimmen , deren Mittelpunkt 
auf den drei Ebenen 9), 10) und 11) liegt Deno es ist ans 9), 
10) und 11) 



£F_ 



Ans 9), 10), 11) und den 
d'F 



^L 



= ^; 



^P - 
• dsdx~ 

■n eben erhaltenen Wertbi 



vorigen Beispiel, für die frag- 



w. erhalten wir, 
liebe GleichuDg folgeode: 
«»• + *?' + ear» -t- %a'xy H- %b'a:% + 2c'ys -+- 4«"« + Wy 



vo wir der Kürze wegen 



-»-2c"a: + rf=0 






gesetzt haben. 

Stellt endlich F 
Grades 



= die Gleichung einer Flache des »ten 



Wertbe der Ausdrücke 



ifulls bestimmt werden, wenn die 

dxdy^ dicdx' 

id nach eine Constante bekannt sind; die Glei- 



» auch die von - 



dF dF dF 

dx' dtf' dz ' 
d*F d'F 
dydx' dxdydx 
chung 1). II. ist ebenfalls zur Bestimmung von F erforderlich. 



XXIll. 

CebuDgsaufgaben für Schttler. 



I He 



cLule 



, Lelirer der Mathen 
I Halle. 



I 



Denkt man sich die Kunlen einer regulürcD Pyramiile, so wn . 
auch die Seiten der IwruDdQüclie in den ZusaaimcDstassungBpiiDk.- 
ten bewej^licb, »a wird man «lieaetti Gestelle (nm diesen ku»fli 
Ausdruck zu gebrauclieu) verscLiedene Oestalten geben könntl 
wobei sieb jeducb nur die Winkel der Grundflacbe ändern köDH 
Bringt man zwidcben die Seiten der Grundfläche dieses GeitelT 
eine Kugel und drückt diese zwischen die Kaolen , ho wird 4 
selbe, wenn sie am weiteren Vordringen gehioderC wird 

1) die reguläre Pyramide herstellen; 

2) die Kanten werden die Kugel sämmtlicb berühren; 

3) die Berübrungapunkle weräen sämmtlicb in einen 
- liegen; 

4) die IterührungspUDkte werden diesen Kreis in m gfeicb 
Tbeile tbeilen, wenn die Grundfläche des Geslelles » Seiten batl«. 

5) Wie gross ist der Radius dieses Kreises, wenn der Radi« 
der Kugel =r, die Ktinten = A-, A; . . . A„, die Seiten der 
GrundBäche «, #,...#„ sind! 

6) Wie weit wird die Kugel vordriDgen, d. h. wie gross wiH 
der Abstand ihres Hittelpunkts von der fSpitze sein? 

7) Wean man sich ein solches Gestelle durch Drahfe, Släb« 
u. s. w. machcD wollte, was hätte man bei der Wahl des Winkel» 
UD der Spitze oder der Seite der Grundfläche zu beuchten? 

8) Kann man bei jeder beliebig vielseitig^en Pyramide einen 
constmirbaren Winkel an der Spitze wühlen 7 

9) Welche Winkel würden die he(|ueiniteD aeiu, wenn mu 
sich einen Kreis auf die angegebene Weise in 7, 9, 11, 13 u. s, ir- 
gleiche Theile tbeilen wallte! 

10) Unter welchen Umständen wird die Kugel die Seifen itt 
Grundfläche beruhreu? 

U) Wird die Kugel die Seiten der Grundfläche und die Ksc 
teu zuEleich berühren können? 

12) Wie werden die Erscheinungen sich abändern, wenn ribD 
statt der Kugel einen Kegel nimmt! 

13) Wird jeder Kegel gebraucht werden können! 

14) Was wird eintreten , wenn die Seitenlange des Kegeli 
gleich der Kante des Gestelles ist! u, s. w. 
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VcTliinilet man die Mittelpuukte der drei Seilen eines Dreiecks 
durch {gerade Linien, sucht iu den entstehenden 4 Dreiecken die 4 
ansgezeichneten Punkte und verbindet in den 3 äussern Dreiecken 
die uualogen Punkte durch f^erude Linien, duon ist zu untersuchen: 

1) In welcher Reziehun^ slehcn die Seilen und Flächeainhnl^ 
dieser Dreiecke unter sich und zum urB}irün^lichcn Dreiecke? 

2) iu welcher Beziehung stehen zu den ncueu Dreiecken und 
aum urspriin geliehen die nusffezeiclineten Punkte des mittleren? 

3) Welche ähnlichen Betrsehtungen lassen sich heim 4ecV^ 
5eck, (recelmäEsig^en und un reget massigen) »eek nnstelten? , 

A) Wenn mnn die ausgezeichneten Punkte eines beliebige^ 
Dreiecks mit den Winkelspilzcn desaclheo verbindet und die aus- 
gezeichneten Puukle der entstanden en 3 Dreiecke in ähnlicher 
Weise, wie vorher, verbindet, welche Resultate ^ben dnnn die 
den vorigen fibulichen Betruchtungen der entstehenden Dreiecke?.. 

5) Wenn man ein reguläres 4cck, 5eck, 6eck, Seck, lOeck 
u. s. w. durch Radien in 4, 5, fi u, s. w. Dreiecke theilt und ver- 
bindet die entsprechenden ausgezeichneten Punkte dieser Dreiecke, 
in welcher Beziehung stehen die durch ähnliche Verbindung der , 
merkwürdigen Punkte entsleheuden 4, 5, 6 . . ecke unter sich und 
znn ursprünglichen? 

6) Welche Progressionen ergeben sich hei fortgesetzter Ope- 



if-w 
gesch riebe I 



I 



die Fläohenräu 



, Seiten und Kudie 



XXIV. 

Miscel len. 



Kn develnppant pour mes Kleves, 
r^glcs du ciilcul integral, il m^a pnru, 

gralc f ~Z ^^ ^^^^ pits in cas d'exceptiou, quand < 
^aestioD d'iiti autre point de vue qu'onliuniremeut. 
. Dans tüUls les Traites un se contenle de dice; 

'+!=:{»+ \)ig^ . dx, an eu conclut 




La vnleur m = — 1 donne un caa d'eaceptiitn, puiBon'elle entraiDc 
DD chaDgemeat dang In oature de la fonction, par i» qaelle ('inte- 
grale est repr^eot^ej et ep effet, un aait, par le calcul iiSUreaüü, 
que rf./(^) = — -, d'ou, reciproquement, 

pBreillement od conclut de d . e* := e'da:, que l'nn aora 
/if(Är = «'+ C, et ainsi de suite, 

D'ailleurs od explique, que la coDaid^ratiuD d'un cas d'excep- 
tioD pour la formule -— - peut ätre &vU6e par l'emploi d'une intfr 
grale dffinie, savoir: 

dont la valenr est indetermin^ -^ pour m = — 1 ; puls la vrais 

valeur /[—) eat fonrnie par l'application de la regle eonoDe dl 
calcul diff^rentiel. 

Or ni une teile inversion de formules, ni une pareille remsrqne 
BDDt D^esaaires, ai i'on part d'un aulre priucipe. Ce principe ut 

celui de l'iuleg;rati&D par parties, par lequel oü & Iv . dv^^v.u 

— judv. Ainsi, par exeaple, et sans avoir egard a In couslanle 
arbitraire, 

Ix" . dx^X^ . X — J ^ ■ «jr"~irf,r = aH"-*-' — *■ i ae*dx\ 

d'ou 



V 



I X^dx^—r 



De Ib m^me maniere, et par une applitation r^p^t^e du tn^tne prin- 
cipe on peut irouver directement les inlefcrales des formuteB diffi- 
rentiellea, que I'on conaidere comme fondameDtales, et que I'on 

pose ordinairement par inversion. La formule — mSme n'en fait 
paH esceplion, A la v^ril^, quaud an y applique directement le 4U 
principe, ou retonbe eur Pind^termiDation, oa coodnit la Bäbod« 
ordinairej tnajg rien n'empeche de poser la variable a: coniM 
^taut la Bomme d'une autre variable y et d'uue conatante, ptf 
exempie l'unit^. Faiaant ainai x^l^y, on aura da:^d^t ^ 



J a- ß i+y ./i+y * i+y ./'^ i+y 

i + y^ /(■+»)■ 
-.+i?T:FPp-i/'!''-''-(TTiF 

— '^ I . ?' I ■ y' I f y'f 







= -*- +ii-^-V- 



-yf+Mrfr,)-- 



It com ine la valenr Ue cette serie a pour limite — H\ — - ^ ■ ) 

=— /{y^^) = + /(l-t-y) = -|-/(ir), on pourra conclure qne 
c'Ht la valeur de riaterrale chercfa^e. 

Coinme je troave oe temps en temps dans «otre Journal des 
nniiTelles deinoDatrations , d^v^loppemeoa ou expositions de Theo- 
r^ncs, fonnulet uu r&glea connues, il ne m'H para pas aans int^r^t 
de TOOB Gommaniquer le dtiv^loppeneat ci dessua; bien qu'il D^est 
pas difBcile de tronver, daos plusiers cas, d'aulrea voies pour 
slleindre an bat deja cffonu, mais il poorrait qne la voie, indiqu^ 
ä haut, Tut digue de r^marqae. 



BeiT Divisionsprediger Otto zu Stargard bat mir folgende 
lilatB auf den pto lern aiseben Lehrsatz gestiitzte, also von trigono- 
Betriscben Betrachtungen ganz nnabCängige Auflösung der Auf. 
gäbe von der Trisection dea Winkels mitgetheilt. 

la Taf. II. Fig. 15. sei ACB der in drei gleiche Tbeile zu 
thtilende Winkel, und um dessen Spitze C als Mittelpunkt mit dem 
beliebigen HsIbmesHcr AC^=.t ein Kreis bescbriebeD. Setzen wir 
Ae bekanntea Sehnen AB^=a. BF^k, den bekannten Durcb- 
■etier AF=d, und AD^DE:=BE=x, AE=.BD^y, 
n liefert das in den Kreis beschriebene Viereck ADEB nach dem 
flolemäiicben Lehrsätze die Gleichung 



Ui das in den Kreis bescbrie bcne Viereck ADBF liefert nach 
kaaelben Satse, weil DF=V^- 



' ist, die Gleichung 



kx-\-dy=. aV<P —x*. 
Durch Eliminatioa von y erhält man ans dieien beiden GleichuDgen 



J 



I 



kx + lA/^' + «ar = al/rf* - 
(tusdrirt man niif beiden Seiten, ao kommt 

(*' + tP)x^ + arf"^ + IkdxV X* -\- ax ^ o"(rf» — jt') 
oder 

{*» th fl' + rf'jar» 4- arf»:tr ~^3,kdxV X ■ + aar = «»rf», 

aUo, weil /^'-f-n*:^!^ ist, wenn mnii znglcicb dnrch d dividlrt: 

VikxV x'^ -\-aa:^= rl{a* —aar — 2*'). 

Quadrirt man nun auf beiden Seit« 
leicliten Rcductianen, wobei mm 
*<" — k*=^a^ ist, die Gleicbun^ 

ix* + iax' — StPx^ — latPx + «'rf* =: 

oder, wenn man H^2r setit, die Gleicbung des vierten Grades 

^' + «i»' — 3r'j»'' — Äar'^ + o'r' = 0, 

mittelst weldicr die gesucble Sebiie x, durch die der dritte Tbnl 
des gegebenen Winkels bestimmt wird, gefunden werden mna. 

Beträgt der gegebene Winkel zwei recbte Winkel ader 11^ 
so ist ff:=2r, und die Gleichung zur Bestimmting der Sehfin) 
des dritten Theils wird nach dem Obigen 

a?* + 2ra7' — 3r'^' — V;r-1-4»-*;=0. 

Bekanntlich ist in diesem Pnlle x:=r, und wirklich ist ancb 

»■• +2r . r» — 3r» . r' — \r* . »■ + 4r* =0. 

r "' 



Berichtigung. 

Auf Seile 127 bat man statt Taf. 11. überall Taf. IlT. 




XXV. 

Bemerkungen zu den Aufsätzen XXXI. und' 

XXXII. des Herrn Dr. Schlüinilch in Tbl. 111. | 

S. 3Q9 und S. S78. dieses Arcbives. 




Ucrni Doctor Uarfuss 



1. 
In diesea LeiJeo Aufsätzen \st Herr Dr. Schlümilcb zuerst ge- 
gm ilie Metlioüe der uuLcBlimmteii CoefBcienlea und dann gaffen 
den GebniucL djvergirender Reihe» ttuf|tetrcteti und bot seine Mei- 
nimg in Bezuü; auf den zweiten Punkt durcL Beispiele unterstützt, 
die Kcwisa jeden Mnlliemuliker sugleicli auf seine Partliei fuhren 
vürden, wenn die Grundls|i;en der Keclinungen ricLtig wären Da 
Dian beut zu Tage allgemein äuf Seiten des Verfassers stebt und 
tun einer Gegeu]>uribei fast gar oiclit die Rede iet, so bolte icl| 
«s für angemessen, dnss uuch einmal die letzlere ergriffen werde, 
UDd versucbe dem^euiHss, das Irrige der Ansiebten, namentlich iö 
den genannten Aufsätzen des Uerra Verfassers, aufzuklären. 



Zurrst also nird gegen die Mettiude der unbestimmten CuefH- 
cicDlen der scliuu wiederbult besiirocbeue Einwund gemocbt: ,,diiss 
»Dcb gezeigt werden müsse, dass die Punctinn f{x) 
«lurcb die Ei^euBcbaft, durcb welclje die EntwickeluQg 
allkummen cbarakterisirt sei, dass es 
) fix) gebe, welcbe die nämliche 
£igenscbaft besitze, ohne mit f{x) identisch %u seio." 
Verstehe ich hier recht,' ho ist die Meinung die, dnsa wohl &ir 
xwei ganz verschiedene Functionen in Fufge gemeinachaftticher 
syntaktischer Eigenschuften ein und dieselbe, in allen ihren Tbei- 
len vollkommen beslimmte, Ucihe gcrunden werden könnte. Dann 
Tl,«!! IV. IS 



Eemacbt wurde, vali;i 




f 



I 
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paust Bber <Irh angeführte Beispiel niclit hierher; deon müssle ilai- 
sclbe nirht sn gewühlt sein, <hi«s durch die Methode der unliestimni- 
ten Coi'flicicnlen für zwei verscliiedeoe Functionsfiiroien dach ein 
und diraplbe Reihe liervorftingc? 

- So lioben allerdinffs die. Funktionen ^(«■^-J- «-■') und eis ax 
die Ei^cnsrbaft pe«iein, dasa y'li-J-^) +/(^-»/)=:2/(^) ./(y), 
nlleiii diess bvweist gjir nicbls gef;en die Melhude der uobestimn- 
ten riietlivirnten. Beide Functiuuen hiiben die Kigenschuft, diu 
sie =1 sind für vr^O uml fiir gleiche ober entgegenicesetitc 
Wcrilie von x i^anz gleicbc Wertlie eibalten, so duas buh für 
beide si^tten darf: 

/{x) = I H- //a:» H-t^ -4- it;r' + 

Tiirch dis geditchlc Einen sc liiift beider Funriionca bestipunt nd 1 

nun liir beide :tiJ<-h einf-rlei Relatii.n der Riiihcncnerricienten, ibff 1 

auch ivciier nichin. Dnsu setzen wir ^ + ,v Und ^r^ — jr stall 4 f 
so erhallen wir durch leichte Rechnung: 

/(^+s')+/(*-y) = 2/i(^) , 

+ 1 . 2iy»+ 3 . 4 . c.r'y'+5 . 6//.*;* 
Wir erhallen aber nucb 



ind wenn wir nun beide Fnttvickeh 
1« bebt sich y\x) und Ailes läKt i 
vir dann bocL y = 0, so wird 



Igen einander gleich Set» 
eh luit y* dividiren. Sebj 



1.4c^' + 5.6rf:s*-t-. 



o»d folglich &=b, fi=g^, ''^rrrsTfi "■ "■ ''■ 

^"'■,:ij(ffi^rf «"') sowohl, als auch ßir ci»s «* die JElHtwick^ 



iher 6 ist noch nicht bealimmt 

eu eignen Werth, der nur d 
kann, die eine jede Functii 
.. -.Mruklerisirl. 
Hat 



3.4.5, 
d hnt in 



derTbnt iu jeder Fnd 



werdi 



als 



_ r Herr Dr. Schlörailch nun noch für beide FunctiM 
dasselbe ä gefunden, so wäre seio Iteis^iicl trellvnd gewesen. 

wird aher im Beisjiiele der Scblu.ss verfeült. fc's wenlen dem h 

diuike /(.r) die Kigenschufteu leiBelegt,-die der Function arctg* 1 
lukufliiuen, und es lindet sich far f{a:) eine vollkoo^nen besiiul 
fteihe, welche seigt, dass Jedem bestijomten Werlbe vua x 
beitinimlcr W«rtb von f(a:) angehört, uud dasa folglich die FoM 
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I EigeuBcbnfteo vollkommen be- 
a fiat):=aTci^ X sei. Iiat mit 



lion y(^) dofch tlie ihr bei(relci(ler 
itimmt ist. Die NachweUun^, das 
der Methode Urr unbcslimmtt-n CopI 

(.lud wo wullte man auch den tieweissruiiil lierneliiiien . daril | 
Ewei versdiicdeLC KuiictiiiDeu deonni:!) einerlei ReiiieueDiwickelun j , 
peilen könnten. IIuhs eine tfemeinactiul'tlicbc ByntakliEclic Eig 
Hchftt't derselben auch eine ftemeinselial'tlit'he Iteltttion der Cuefli— 
cienlen in Leidea EDtwicknlungt^n begründet, ist dncli wulil giiDz 
aatürlich. 

Deonncb nber müssen wir den Gegnern xugeben, dnss die Me- 
thode der unbeBtimmteD Coeflicienten, so nie sie meintens in An- 
wendong gebracLt worden, niclit befriedigt; der Grund davon ist 
aber nicht der vom Herrn Dr. Nrlilöinitcli unareg'ebene, sondern iit 
lediglich in di'm llustuude zu suchen, duas, bevor die Cuctiicicnlen 
berechnet werden, die Form der lieilie beiüglich der Hu iiptff rosse 
g«r nicht hmlaoglicli begründet ist. IVeil tnr ir=0,im,b /{^J=rO 
wird, sagt Herr Dr. Scliliimilub '), so di.rf die fragliche Reibe kein 
von a; freies Glied enthultcn. Ja wenn irberhuupl eine solche Reibe 
exislirl! Dann ist aber auch der Kutz nirht ri. hlig, denn ul' 
ren zwei Reiben neben einiindcr, vnn denen die erste kein 
-freies Glied bat und niub posiiivcn Potenzen von x geonlnel is^ 1 
Während die andere ein constiinles Glied but und nncii uegaliven 
Poleuzen der Hauptgrosse fortsclireilel. Vor diesem Scbttisse warnte 



tor einige 


Zeit ein Engl 


ander, indem 


er die Function e ^ als 


Bnspiel a 


fahrte; dieselbe 


verschwindet 


für x^ 


0, hat Jiher iii 


ihrer Entn 

teozen von 

Die E 


ckelung ein eo 


Blantes Gli«d 


und ist i. 


s negoiiven IV 


üisienz der' Reihe musa vor 


\llem erw 


esen sein! und 


dieses köu 


nen die nnbesi 


mmten Coeffic 


ienlen ni 


bt leisleti. So 


wird der 


hinomisrhe l.ehraiitz Hehr' gut 


aII|Teniein mit Hülfe der 


VnbeBlimni 


en Coet'ficienlen 


bewiesen, we 


il sich se 


ir leirht zeiiren 


läsKt, dn~s 


bei jedem Wert 


le von m für 


fl-t-^)" 


eine Reibe «OD 


der Form 


\-\-mx-\~Aa: 


+ Ä;r'+. 


. wirklic 


existirt. I)le 


Methode 


defr nnhpaiim 


mten Coeffi 


cienien 


oll <lie Reihe 


nicht crf 


odeu. sondo 


n nnr auf e 


ine leic 


le Wei.e die 


€oefFiolc 
kommt de 


nten und ihr 


Bridungsge 


setz dar 

n Aiifüäiz 


Ihun. Hierauf 


Herr t erfiisser 


der |{educiiii' 


spil'.T. w" er 


das Beiefiie 


l/(.rl = ,., sin 


M-^-a sin 


i.r -+- . . . 


anfuhrt, wirk- 


lieh zuriick. Die Kxistenz 


dieser Re.be 


halle ers 


dar^ctbun sein 


■niissen. 










Die Güistenz einer Rei 


e wird nur d 


nn mit V.\ 


id»ni bewiesen, 


«ean sie 


auf schau bekau 


ntc hiioiwiekeluuK'eu zur 


ekRifuhrt wird. 


Diess geh 


leicbl hei dem 


Binom und d 


inn bei den Exponentiulr 


functiunen 


nicht »her bei 


den Ausdrücke 




nd CS x, weil 


dieselben 


nicht durch eine 


Synthesis de 


r «llgeme 


neu Arithmeiik, 


KODdern d 


roh geometrisch 


*, AbsIracHone 


n gewiinn 


en worden sind. 


Bier könn 


e man die »ethode der uiibeKl 


mmten C. 


etTieienlen sehoi» 



fragte, «b denn auch sin x oder cos X 
'tci FDoctioDsfurmea für ülle Wertlie von f geien. Die geome- 




icht detn Herrn Verfasser 
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irisclie Betraclitun;; ){iebt uns keine bestimmtere RelstioD zwiaclien 
fiiDus und Itogeo als die, doss die 8inus verBcliwindonder Bügen 
mit den Bö^en zuanrnmenfiilleD, oder vielmrhr, dieser Satz Ul ein 
Postulat für die g^eometrisclie AnEcbauuog. Üaher können wir aut' 
keiae andere Art vom Bogen zum Sioua hinüber gerübrt werden, 
nis (iurcb die Betraclituua; der veracLwindcDdeu t^lemente. Dnfijr 
bieten uns die leicht zu lindenden Formeln für ain mx und cas mx 
durcb sin x und cos a: die Hnnd, und es bedarf der Metliode der 
unbestimmten Coeflicienten uicbt. Sind nun aber die Entwirkcluii- 
gen tür sin a: und cos x gefunden, so ergiebt sich alsbald aucli 
(lie Notbwendigkeit äbnliclier Entwicklungen für alle anderen f(0- 
nioinetriscben ausdrücke, und hierfür kann man sich der Methode 
der unbestimmten Coeflicienten hedienen. 



iJer zweite Vorwurf, welcher die Methode der unbestinmileD 
Coefficienten triRt, ist der, dass sie die Ergänzung der Reihe cor 
vullslnndigen Function nicht henclitc, wodurch die natürliche Be- 
stimmung; der DivcrgcDE oder Convergenz verloren gebe. , Dieaer 
Vorwurf hängt inoig mit der jetzt allgemeinen Aniicht zusantneii 
dnsB divergireude Reiben gnnz falsche Ausdrücke seien, and diiH 
will ich daher zuerst zu beleuchten suchen. 

Es ist sehr zu billigea, duss man ein gewisses oft gelriebenei 
unnützes Spiel mit divergirenden Keilten bei Seite setzte, aber Wo- 
lter der Schluss gezogen w^rde, dass divergirende Reihen fehlftr 
Iiaft werden, ist nicht abzuseilen. Wie es sclieint, rechnete man 
damit und fand falsche Resultate. Da aber uoderseits auch richtige 
Resultiite aus divergirenden Reihen bervorgingeu , so wird naB 
veranlBBst zu fragen, nach welibcr Logik man den Grund der 
Fehler in der Divergenz finden koonle. Wie es nun mit jeiei 
Feblern etwa stehen mag, davon will ich ein Beispiel ^eben, iqdeB 
icL die Irrungen aufkläre, wodurch Herr Dr. ScblÜmilcIi ia BeioK 
Abhandlung auf so widersinnige Resultate durcb divergirende Reihet 
gekommen ist. 

Zu diesem Belinfe frage ich zuerst, was wird aus dem J 







lliermit fallen nun ulie ArgumeDle, weiche der Herr Ver 
der gedacLteo Aufsätze gegen die divergireoilen Reilien »11%« stellt 



-(l'-l-2' + 3' 

+ (l* + 2'+3' 

>o ^, aoiidern für ^ 



bstteD T 

Ich komme dud i 



indem Werlli 



■ uler et'«^ 



Ausdruck cus x -| 
sagt, iluas, wem 



babeo 



111 der unter (7) angcfültrtea Folgerung. Der. 
«in (?^M 

8 2^+... + coa«^ = — ;H 2^;,'^^ 

enn eine beliebige Aniiibl vud Gliedern der Keibe 
£'+.■•- die !^uuime — J geben sull, immer nitcb 

bIs RrgüiiziiDg hinzugefügt werden mÜBse. Die^l 
ergirende UDeudliche Reibe auch eben so gut. Wki'f 
n cosx-\-cosia7+,...-i-casnx-i-cos(/i-+-l)x-i-co%(it-^'i)x+..u^m 
^=- — j, also nenn wir bei dem Gliede cos na: abbrechen, AeltM 
Rest Ä = cos {/* + l)x -+- cos (« + 2)^ -f- .... = - J 
(coB ;»+coa 2.27+ ... . -t-coa y/a:); wir werden also darauf bin«'! 

Sewieaeu; die Summiruug bis cos nir m endlicher Weise zu niHcheii^'^ 
edermuDU aieht ein, duss hier mit der Su|iposili[)n n^o? nicht ^ 
mehr ausgerichtet wird, als wenn m = 3 wäre, jene ist nur unbe- 
stimmter. Diese ßemerkutig würde den Herrn Verfasser nicht auf I 
sin <xx und cos ixa! = 0, sondern auf eine identische Gleichuug i 
geführt haben. i) 1 

Die uneudlicbe Reihe drückt oicbts weiter aus als dos Eutti \ 
Wickel ungsgeaetz, und ihre Bedeutung iat zunächst nur die syntak« 

tische. Es ist cos ^H-ca92^+..,.+ cos«.r— ^^|^^^-=— ^J ■ 
und wenn der Rest noch weiter entwickelt wird, so kommen GlitKl 
der hinzu, die nach deiitiielbcu 'Gesetz gebildet sind. Das tlitdungo* J 

f[eietz der Reihe eulhall als» schou deu Rest, daher dieser wegBaal 
assen i^t. Desshalh kann man aus der Formel (7) durch die Ann I 
nähme nr^ix nicht auf li^ulers Reihe gelangen, ohne zugleich nucJi 1 
den Rest wegzulassen. So aber ist die unendliche, d. h. die ui)<( ' 
Tolleiidete oiTei unvulleudbare Reibe mit der endlicbeu verwechselt 

Zuletzt wird die Eulersche Reihe durch eine ]nte|^atioD mit 
l. Lag ran gesehen oder Fuurierscheu Rciheu in Verbindung ge- 
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tr nur mit der beschräukten 

lar+ . . , gereclioet, von wel- 

0, welclien Werlh <lns uobe. 

üii'lit mrlir fCiH. [taber kann 

«leren Biisia die All^pniein^i)lri(;k«it iler 

licbt rii'iiii^ Nein. Fuhrt iniin über slatt 

, . . . die allft-meincre Reibe t; cos .r + 

3^ + . . . . in die Rccbnung ein, deren 

■in wird, tolegrirt uuil selzl dann 

en, z. B. mit Martin Olim, dus ge- 

AII}teineinliQit crliiittcn. 

gki'it der divergiremlen Reibe, sod- 

(iellunfE der Kufflmenfnrinel ist der Grund 

Dir Summe der Reibe coi ^ — cos 2j: 

l'OD a7;:=(l bia x=::tz7i dunb ^ riclilig 

li mit ibr ricbtiDT« Kesuirnle erbait, «rrnn 

her die gediicbten Greniwri uusdebnl. 

:.. ....„ BD, so Hiiit 

welcbe Reibe bia 
ber für a: 7=: dz n^ nicbt melir 
— cua ix + |. . . für diesen 



ä ADivendung uitbt 
Itlultiiiliclrl miin i. lt. mil tf-v und intr^rirt vun 

zu dr'iif d^ 
ß:ilt, eben 
Werth nicbt 



gilt 
iveme unserer Functionsrormen /{x) knnn unmittelbar <lie 
£igenscbnft bi.ben, dnsa sie constiint = — i für jeden Werlh Vtif 
^■c wäre, aber für jv^^O, aT^2»7( uticndlicb würde. Oalrer li<)ä 
sicli auch die Kui»me der Reil>e cos a: + cos 2x -^ . . J uU\,t M' 
{(eiiiciii Liusdriickcn. Wir müsi;eD duliur den t'raglic)leaJai> 
druck einem all gemein eren un ler>trdnen . iu we leben er 
ula specieller F;ill für einen gewissen Wertb einer g;*. 
wiesen Ciinslaule entliiillen ist. Diese Bemerkung!; ist vnn 
Wichtigk^il; SU kiinncn wir eine Purin von den ^ediii'blen Eigen- 
BtLiificu nur mit lliilfe einer Conatante «'=1 elwu io dem Aus- 
drucke ' ^ — ~r darslellen. 



Nach diesen Betrncbtungen bann die Bcmerkunj;, dnss die H<- 
lliode der unbeslimmlen Ciiefficienten den Best der Reibe nicbt 
briicble, nur nonb wenig Bedeutung buben; sie ist aber nucb durch- 
aus grundlos. — Es ist sutiderbiir, drisu wHlirend in der nllfitimei- 
ncn Aritlimetik überiLlI nach Aligemcinlieic der Furineo geitrelit 
wurden ist, dieselbe bei den Reiben (;egcnw[irtii; au eniscbieJen 
KUrück^p wiesen niril, Die GrUDd|^|>erationeu aller GrässenlebM 
aind Zusammenfilgen und Trennen, und die duber entsprinu endet 
ätf Vefviett'ucbens und Tbeilenn. So lange wir es unmittelbar nni 
mit dii'scn su ibun haben, sind wir im Gebiete der gemeinen Arifh- 
mHlk, aber aobon im Beginn der Wisscnsclioft uiacbt sich die 
Nlilhwendigkeit grÖBserer Allgemeinheit der Fiirmen geltend. Die- 
aelbe wird nun durnb die sprosse Maxime erbiilten, dass für jed- 
we.lc zwei direct en igegcngesetite O|.erationen ein« 
einzige Form gesucht wird, in welcher beide enthalten 
^»tad. Diess geschieht zuerst bei der Multiplication, welche nr- 
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Bgiriingticb eiQ Vervirlfuclipu ist. nber mit Hült'u ^cbroclieoer Multi' 
plicnloreD uuck die Openttiun lirs Tlieitena in licli uufoimiRt. Diese 
«DgeniL'iae Mulli^licäiinii ist lilosi eiuc ayntuktiti:be, tlie cur desa,- 
hslb aicb ED «fi^nn 4ie'arithnieti|clien Gruu<lu|jeriiiioDeD anscliliess^ 
weil sje »ich so Itestiinmt mit der Kililun^r der Ztililcn eua der Eins 
TCrgleicficn lasst. Hier liesse sieb ulier der Uuterarlied zwisrliea 
vfervielfältigeuden und (lieilcDileii h'jicIQceii aul' äliulicbe Weis^ 
durdifaliren, wie dar bttterBoliiod poairiver und oegntiver Summen- 
glieücr iu der AdJiitiao^. Uie Tlicitrie der Icitttircii bringt piüu fte- 
wolinlicb erat s|]Bler, fügliclier würde rriun eIr aber glricli nncb dea 
festgestellten B.'^rill'en des iirilbnietisclieti Addirens unil KubtrHlit- 
rens uh äita »iilel liiaslcllen, den Lloicrsrliicd in der O|jerfltioii 
des Zu- und Abzälileui uiif^ubebeQ und denaelhcn diirdi Unter- J 
scIieiduDg |iosiliier und uegiitiicr . Suuiin<'ns;liedcr wieder zu f[k- 
winnen. bie Potenzealelire schafft tilsdun'u mit ZuiiebuiF^ ge- ~ 
brocliener Ks|jonenleD einen nllgemeineri Ausdruck für die ei^feot- 
liche Putenziruug unil iJns eigeoilictie Wnr^eluusziehen, und durcti 
EinrübruDg negutiver Expiinenien einerlei^ Kecbnun^sgesetKe fiir 
die NultJ|ilic^itiiiu und Dii-ision mit Puienzen. Weiter »lier ist dm 
obige PriDcip mit Gewinn noeb utclit durrbgel'lilirt worden. 

Hier;ius eranben' wir nun, dBsa in üer (illgemMnen Aritfimetik 
jede OjierHtion eine Lobrre synlnktiscbe Itedeutung lint, der die 
Britbinetiät'he unterjj^eordnnt I^t- Vleae bölicre aynliiklisclie Bedeu- 
rang ist der Grund rlller Scbwieriglteiten, aber zugleich «ucb die 
Quelle aller GleicblÖrmigkcit und Kiulicit und der meisten liölieren' 
EotdeekuiigeD gewesen. Wegen ibrer synlaktiscben Atlgemcinhcit 
haben dubcr uuili unsere Furmi'ln oft nlir synlaktiscbe Bi;.lcutuiig 
und tcrli«rän die Hrilltmelischc BrtuicLburkeit; sie sind bldatC Fi; 
guren der cumbiuaiuriscbcn Afliiljsis. (Vergl. Ir'ries mulbem. Na- , 
tur|ibi]osoiibie). < 

Warum nun die Reiben in Ihrer »llgrcmeioeu ayntaktiachen Be- 
d«Dluiig liei Heile Ecbicben wollen, ist uicbt abauseben. lat denn 



nicht X •+- a;' ■+- a: 
TOD diesem, uupb 



, die Eutwickel 



ETcrUgt wird 
i<l|)unl<le der 
lisrljf lledeutuni; 



1—3: 



ind nur 



'wickeldngB}:esclz, und <|>V ■''nige na<'h ilir.T Sunime wird liier ni«^l 
durcb die Kumme aller 'lilicder., sondern diircli die erxeugenil«! J 
Functiun beuntwuriet. Ibte nritlnncu^cbe Iji'dcutnnu: gewinnt »n I 



r Biget«. \ 
lud fotglici - 



s lediglich dar- 



«Kt dat 

scbnft ist in il>r Alles durcli ihr Kntwirkelungageselz 
auch ibr Reit besiimmt. 

Indem nun die Reibe entwickelt wird, kummt e 
auf an, das CesLlz ibrer Entwinkelurig zu linden, u 
der Rest nicbts beilragen. Die lleslinimung der Cunvergcnz iat 
eis« nntereetirduele und' kommt ent dann in t'rnge, wenn die Rei(r§ 
sritbmetibclie Itraucbburkeit gewinnen soll. Hier kniin ich wieder- 
um nicht absehen, wozu die Benchtun^ des Bestet nützen aiill. 
Die erzeugende Kunctlon ist jedcsfrilla die wnhrc Summe, iiber ich 
kann xie aus der Reibe nur dunnUäberungsweise erhalten, wenn 
diese convergirt, d: h. nicht wenn der Rest verschwindet, sondern 
venu er gegen den Werth der ericugenden Function verscbwin- 
* 1 den Fällen aiau, wie der Werth der erzeugendeu Fimeeiab 
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unendticli c;rosB wird, braacbt der Rest nicbt uneDdlich klein, son- 
dern nur endlich zu werden. Hiernocli liestimmt sich der Itegrift 
der Convergenz allgemeiner. Die Keihe y ■+*i-t-i"4- • ■ ■ - dtver- 
girt nicbt, Binidern convergirt, ^^il der ReM fTegen ihre Sunme 
verschwindet. Daher hat Pnisson ganz Recht, wenn er sagt, das« 
jede Reihe convcrgire, deren Glieder verschwindcDd klein werden; 
und hiernach ist die BeBtimmung der Convergenz, die man nicht 
mit dem Zusammenzählen uneoülich vieler Glieder verwechseln 
, wcDig-stens nicht schwerer als mit Beachtung des Restes. 



Die Ahhaudlung XXXIl. wird uns recht klar zeigen, wie 

hig es Gci, auf die sjntaklische Bedeutung unserer tarmeu zu 

jchtcn. An die Spitze stellt Uerr Dr. SchtönTilch den nachher be- 



i 



1 für m=:l und h = 2 den Au, 
/ 1 -^ir= ' 



die Reihe 1-+-X 

dx 



jLallein wenn man für t 

" 1 — j: 

„setzen wollte," so würde man / ^^^—^ = 00-1-^* 
,,und also ^00 erhalten, ein ganz falsches Resultat." 

Zuerst bemerke ich, dass der Herr Verrasaer bei der Entwrc^ 
lung des Anadracks J 7=^ j ■ : — — in dem Schluf 
Rest allgemein rerscbwinde, sieb geirrt bat, denu es wird a 
dings die Function — ^ - _^ - „ ■ noendlich, näoilicb för .a;^0 \ 
a;>^. Für a = ^ bekommt man das unbestimmte ResuUat (l*i I 
allein wenn "«Ci, so hat obiger Ausdruck allerdlDga nur eudlieM \ 
TVerihe zwischen ^:=:0 und .r^l. Ich will dalier zuerst mit | 
Berücksichtigung dea Restes das Resultat genauer begründen uii<l 
zugleich die eigentliche Basis der ganzen Rechnung bestimmter 
liervorhcbei; 



I hat 









/i 1— *■ 



Hier erlanl/e ich mir 



im X weiten G /teile ■ 



'=/: 



/ 1 ar — I " 



t habe ich identisch 



2S3 

f 

-r;: =5= 1 ■+• O: + 4:* •+■ O?* •+: ^. tJ- ^ r|- 






Isa 



> * ■■ ■ ' ' V 

ian hat aber ^räiscben' dieieiir 'GreniEeD die «rtt^ Reihe • 






ü+a 



. . . I 



a ce-f-l a + 2 a + 3 «vt^ « -f- « 

4ie andere jRber^ . 



1 1 



ft — 1 a — 2 a — 3 a — n 



'•).•■ 



die den üntcäiieliied beider :^ . \)h 

JL 2ar— -i -I- »i— -I 3L_.t- .4^- :,^ .,:y-^-j| t 

1 ■ . .»-..■■■■'•.' 

Wer 

Uoi Dan fiir die. beiden Integrale gleiche Gren^.^n z^ erhalten,. 
Nixe ich mit >Hemi Dr. Sehlömilch im zweiten -- statt op und er- 
tilte es dadurch 

I 

Daher erhalte ich für den Rest der Reihe deä Ausdruck ' ^ 

*■ ' -vi' . ■ ■■';■■ 

d 1 — a? /o: t — ;p -/O l — a? ' 

welches nun , da in Folge des positiven iv die Function t^ '" 

zwischen a? = und a?=l immer nur endliche Werthe hat, j^ür 
wachsende n verschwindet. Und da nun die ins Unendliche fort- 
gesetzte Reihe JR den Werth ■ ■ hat, -so ist .. 



J — Ä? tg »71' 



. I 



Doch (lieae Recboung kuuD uns bier oicLt zur Klurbeit 
wir müisen ihre Grundluge Dalier erörtcro. Da sehen iri 
Jobs ich, wie euch Herr l)r. Schlüpiilcii , dca AusJruok : 
- — — j umäaderte; was giebt mir aber liuiu c 
hierdurch nicht die FuDctiunarurm ganz wesei 
ist gar Dicht einerlei, uh ich i. ß. / - ■ od» 

Daher ist der Ausdruck / ' ■ _"^ ^'i 
bloss eine syntaktische Bedeuiun^r und ist ein nriihmelischer Do- 
sinn. Warum derselbe aber duch ohne weitere Zusülxe in die 
Lehrbücher überKintr, daran ist ledigflich die beschrankte Auffassung: 
des bestimmteD iDicgralea i^cbuld. 4)a«se|be ist niclit i . i:, 



in RccM? Wird deno 
itlich abtreüadertf Es 

I imaginärer; er hat 



/"_/(«)i« = J(/« H-/(. + J) +/•(» -1- SJ) H 



...) 



fiir ä = , das ist es 

f'/[x)tlx für alle Wertbe 
Function von x ist. Das b 
Dilfi 
a allgemeii 
der ji 



das allgemeine Intefj^al 
a bis a: = 6 eine reelle 



: In 



BclJ 



weil % 



llgemeinen, und diess ist Heine i 
arithmetische untergeurdnet ist. 

achten wir nun den Ausdruck -, — 
^» und beide gunzc Zahlen sind, i 



Esonderen Werllii 
vntaktische Bedeutung, 



zerlegen, wo ■>b{x) eine ganie rationale Function von x sein wifi 
Hier ist nun tier zweite Thcil inner das Diß'erenlial einer reclln 
Function von a- = bis ^^oo, nicht so über der erstem denn « 

f) und also nur von bis 1 reell, 
n , so wäre dieses = -^ d log (x — 1) 



i.t — 


- = — d io 


WoUle 


leb nber ^° 


und als 


g nur von 1 


Ich 


will zur b 


wäblen 


welches V 


f:^. 


}dx ^ 



en Anschaulichkeit d;ia Reisjiiel / 7^"! 
r^O bis .3^ = 00 nach dem LebrsDDC 
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Werft 3^ - iTj- -^ =3F3' "'^^ •'"^*^""' *^'^ P"**"' "•"«■■ «■«• 
wird JeDD aus /^"i^H-i log (H-oe + o«')? 

Alao die Form mnss vor Allem gesichert sein! wenu 
loders unsere Rccliiiun^en nicbt sinnlos sein sbllen, Die wahre 

BedeuluDif von / -; = ist die, dasa es die Dif- 

^Ljtreox zweier ^nnz verschiedener bestimmten Infegmle bedeutet, 
^Hn srch Düf die Formen / _ und / — ~— bringen las- 
^^■bD, Weit nun hier eigentlich eine Apuderung- der FunctioDsrorm 
^^MIlireDd des Inlt!<i;rirens eiotritt, s« sullte man so etwas nicht 

^^B*''' /o "T^^ ausdrücken. 

^K Hier ist nun kinr, worin der Fehler des Herrn Dr. SchtÖmilch 
, b*l der Integratiun vou / -r~^ — j zu suchen sei. loileoi die In- 
tegration mitlela der Reibe j-^-:^^! + Jr* +^' + , . . gcechah. 
Wurde die Funcliunsform von .r^O bis ^7 = 00 beibehiillcn und 
dadarch / ., =:g>-H ao' + ^ob* + . . . gefunden. Hier 

dwf ich 'nun nicht tiiirnacb fragen, wiis alle Glieder dieser Heibe 
iUiinnim^n(>enoinmen auämiirhen, sondern ich muss ihre syntaktische 
Bedi'Diung nachweisen. Durnacli ist sie die Entwickelung von 
14111g j— - — für .r = oo, und folglich ist 

/;,"j^=ii.g(i±l)=jjog(-i). 

WeuD ich aber / ■; — ^ in / 7— — i+ /. -, -7 trenne 



■/;• 



n sehr leicht, denn wir erhalten 



niuiion uer , 

J 
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Dnsa aber die lotegrale / ■ _ ^ uoA 1 ■ ; — j_ weaenilici 
\<;rschii!ileDen Formen angehören, kaOD duih leicht sehen, trenn 
m&ii die allgemeinen Integrale sucht; enrteres ist jlop | - __ -, iu 

andere ilog -— — r- 

A tiuierkiiiig. Meine eignen Ansichten über die Methode der unhestiiniU' 

ten Cuefficiehten dnrf ich als hinreichend hekantit voraus-ieim; 

immer aber wer>le icli nuch entgegcngeaetzien Ansichten, 
^, «B nur mit Würde und'Kiibe vrirgetragen werileu, gern i 

ten, sich in dem Archive geltend zu machen. 
-l;il -it, ■, 



XXVI. 

G o n i o in e t r i s c h e r ' Z r r It eV 

VoD dem 

lleri'ii Oberlülirei" Dr. B !■ c li lu c f 

am Pädagogium zu Ptitlus. 



Werden die ganiumelrischeD Funclinnen eines uod de^S 
Winkels a: in einem Zirkel folgend ermaBsen neben einander] 
stein : ■ 




so lasBon sich die einfachen Relutionen zwischen ihnen dnrckl 
gende Gesetze auadriichcn: 

1) Dbi Product zweier in Scheitelwinkeln stehender Fnnctli 
ist gleich 1, 

sin X . cosec ^ ^ I, u, s. w. 

2) Das Product zweier über oder unter derselben Linie stebol 
Functionen ist gleich der eingescbluBseoen Fuoction. 

sin a; . sec x = taug x, u. ». w. 



I(l>«r Ouotient zweier nnliegender Functioaen tat gleich der dem 
pDiridendus auf der sDdcreo Seite aolicgCDden Functioa, 




GelegenlieiC auf d^« j 

g des ICIeniGatar- 

Trigonoinetrie vnn Dr. K. W. Gre . 

Fr ob: nimm milgeilieilte ScbemH er^ 

AuQöBUDg der ebeoeu reclit? 



XXVII. 

lieber Theilung und Vervvanilluiig einiger ebe- 
nen Fignren. 



llmn A. Göpel 

ta Berlin. 



Wenn aian H. Gerwien's eitinreiclien Beneis der Gleichlidk 
zweier Dreiecke von derselbeu GruudliTiie und llölie vermittelst' 
Llnsser ConirrueDz weiter verl'ulgt, so gtlaofrt man zu uicbt ni 
dfr merkwürdigen Tlieilutifceii uüd Venvandiungeu, Die erwäliute 
Conalruciiuo beatebt im Kolgeuden. Mim lege die beiden Dreiec 
JBC und JBC mit ibrer gemeiDscliiiftlichen firuodlinie j4B an 
in einander, Anss die S]iilzeo C und C nuf veracbiedene Seiten 
tlvrselben fnlleo. Die Verbind-inffsliaie CC wird dauu durch ihren ; 
IhircliscbniltBpuukt D mit der Grundliuio ^ß gebüifiet. Von A 
lielie man nuch deh Mitten der vier übrigen Seiten der beiden ee- 
arbenen Dreiecite gerade VerbinünuitalliiieD, Durcli dieselben wird 
jedea dieser Dreiecke in ein Viereck und zwei Dreiecke getlieilt, 
die einiiuiler beziehlich cnngruent aind; su diiss mun iilao utis deiL 
Ttieilen des einen Dreiecks mittelst geeigneter Drehung und Ver- 
tcbtehung diis andere Drei«ck suHammeDscizeu kuiiii. 

VAne solebe Tbeilung und Verwandlung läast sieb aucb bei 
inei beliebigen Dreiecken ausführen, die weder dieselbe Gruudliuie. 
noch dieselbe Höbe hüben , sunderu einander Bchlechtbin gleich 



^H 
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Bind. Heisaen ABC und A'B'C diese bcidea Dreiecke, 
■non offeBÜiir imiuer eio IMiitelglitd (Dreieck) aufgoiieii, welehei 
mit jedem der beiden gegebenen Dreiecke g^i^meinscliuftliciie Grund- 
linie und Höbe (freilich mit jedem eine andere) bur. Mnu darf 
nur von jedem Dieieckc eine gecig'nefe Seile z. B. AB und A'B 
(Taf. IV. Fi^. 1,) ausn'iililen und aus ibuen unter geeigneiem Win- 
kel ein, Dreieck ABB' bilden, velelies n.it ABV die Grandlinie 
AB und mit ABC die Grundlinie AB' (temeinsdiaflltcb bal. 
Führt mannun. der ubigen Itlelbode zufola-e, die iLellenden Cers- 
ilen für die beiden Dreierke ABC und AliH' uns, tu werden die- 
selben biedurdi in die ntitbigeu Theile zerlep;t, um di 
dos andtre verwandeln 2U kouncn. Die Tbeile des Dreiecks ABf 
werden durch eine nocLoKilitrn Annenduna: derselben Canalruciian 
in Bezug »uf die Oreie<:ke ABB' und A'B'f wiedprum in Tbeile 
zerlegt. Wenn man nun die leidere Theiluni; uuf die f 
handenen Theile des Dreiecks ABC überlrä^I und wmi 
gekehrt die ersie Tbeilung von ABC und ABB' auf das Dreieck 
A'B'C ausdehnt, welcbc Cuustructjon in der Figur zu erblicken 1 
ist, Bu sind oHeubar die cntülutidenen Tlieilungen binlanglicb, uicbl I 
nur um aus den TLeilcn vun ABC der IteiTie nach die Dreiecke I 
ABB' und A'B'C lu bilden, sondern auch um dus Dreieck ABC\ 
unmittelbar in das Dreieck A'B'C zU vern-im^ieln. In i 
sind die cungruenten Theile durch dieselltn Uuchslalen 
bezeicbuei. 

Es ist nun klar, dnss man auch die Gleichheit zweiei 
logramme durch Congruenz nucli weises kaiiu. Slan braucht] 
depi Ifnde nur jedes derselben durch eine Diiigonaje 
Dreiecke zu tbeileu, und auf jedes dieser Dreiecke die besc 
Tbeilung anzuwenden. Wenn man aber in Taf.lt. Fig.l. die 
logramme über AB und AB' volli'ndei und in jedem de 
tretenden Dreiecke dieselbe llieilung anbringt, so wird mnn ^■ 
wahr, dass sich die Mache viel dnliicher gestalten lässt. ' 
beiden Furallelugrummen BD und B'D' liaüeu nämlich einerseils 
die Tbeile S. «, C und imdererseits die Tbeile /, ^, c dieselliB 
Lage in Beziehung auf einander. Man kann sie daher 
zusaninienfiissen und briiucbc sie. um d;is I'arallelogruitim /T/) in 
das l'nrallelagrumm B'If >a verwandeln, nicht erst In ibre Theile 
a, &, ^ »der y, ß, t zu zerleffen. Es ergieht sich dahe 
gende Construction (Taf IV. Fig. 2.). 

,,Um da« pHrnlleliigraiiim alt in das Parallelogramm B'B lU 
,, verwandeln, ziehe man durch die Hiile von BO eine Gerade 
,,derg<>Btnlt, dass das auf ibr von einem Meitcniiaare (z. B.^fi 
„nnd COi abgeschniitene .Siäch, einer Seite (z. U. AB') des P>- 
„rallelogramms ß'ß' gleich wird. Von den Milien des andern 
„Keiteopiiarcs (also A/J. BC) fälle man auf diese Gerade tum- 
„andere Gerade unter dem l'arullelngramm- tVinkel vai 
„Durch diese drei Gerade wird das l'arallelogruuim BD i 
„Stücke g'eiheilt werden, duss sieb aus iboen das l'arallelagrai 
„B'D' zusuminensetzen lüsst." ' 

'\ermitielEt dieser Construction kann man oß'enbar aueb d 
pj'thagoraiscben Lehrsatz durch Conitruenz beweisen , v 
auf liuklidiscbe Weise das Quadrat der Hypotenuse mit der Uolie | 
4w ' rccbtwiakli^en Dreiecks in zwei Rechtecke zerlegt, w«lche di 



Ebtwiaklifren 

iii.lJ.')i°l« 



-.1-11 
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Quadraten der beiden Kaibeten Iiezielilicb gleirh sind. In dieiea 
Falle lässl sicli die CunstruclioD einfiicL so nnEebea: 

„Durcb die Mille des UundrutB ßO (Tut'. IV. Fif;. 3.) ziebe 
„man eine PurHllele mit der H.y|>oief]Usc, uod auf diese Pa- 
„rallele fälle m:.D von den Mitun der Neiti^u ßC qdJ OE 
,,zwi i Perjiendikel; so wird niun aus den eaistandencn 
,,KiiickeD durcb Drebnofc und Veracbieliung d;ia Rechleck 

Dnsselbe ifili Datiirlicli aucli von dem Uundrate der kleineren Ks- 
(bere, nur dass miiu hier nuch subiractive .Stücke in Betracht m 
lieben hnt. 

EiDP aodere Verwandlung des Qundrals der Hj|i..lenuse in die 
beiden (tundrnte der Kalberen, wobei nur eine jjurallele Ver- 
icbiebnng nötbi^ Ist, lebrea Fig. A. und Fig. 5. auf Tof. IV. Sie 
sind (ibne weitere Erläuterung verständtich. 

Den Beweis für ulles Vuratebende wird mau mir erlusaen. 



XXVffl. 

Heber die Berechnung des ElasticitUts-ModuIüi ' 
aus directen Debnungsversuclien. 



Herrn Fabriken-Coaimissionsrath A. F. W. Brix 



■'Vei der Bererbnung der Klasticilät prismatiscber Körper, die 
"mtrdi gegebene kraf<e nncli der Richtunft ihrer Länge gespannt 
Trerdea, gebl mtio beknnollioh von dem durch die ßrtiihrung be- 
■latigten (iesefze aus, dass unter übrigens gleichen tlmatnudeD die 
kcobaclileten l.angendelioungeu, aiifrrn &ie die aojienannte lilftslici- 
lätagfenze nicht üheriichfeiien, den Hpannenden Krallen und den 
LäMgen der Prismen direct, den Querschnitten derselben aber um- 

$ekehrt propiirtiurtiil sind. Bezeichnet uUu A die Länge, a den 
uer^chniil eines Prismas, und ist ;i die Ausdehnung, welche das- 
■elbe erleidet, sobuld ea einer Längeaspaunung =:J* unterwarfen 

wird, so ist X der Grösse ~ proportionul, and es findet daher die 
jleicbuug Statt: 




l) mX = 



1 



worin m einen Erriitirungscaefticieiiten bczeicliaet, 
lysiecLcn BpscIjutTenbttit des Körpers abbäneig, für Korper einer- 
I Art nlso runslaut ist. Mun uennt ilo bekuDotlicfi deD Blsiti- 

eitäts-Modul IIB, und um seinen numerischen Wertli für irgend 

eine gegebene SuIislaDz durch direcU DebnuDgaversucbe zu ermit- 

telu, dient die Furn^el 



2) 



Pt 



in welcher P, l und a bcknnnle, dem Versuche zum Grunde ^ 
legte Grössen bedeuten,, während ^ die heobachteie OelinUDs ut, 
die jeduch wieder verschwinden musii, sobald die Spannung ^Aanf- 
gehoben wird. 

Bei den auf Vernnlassung Eines Hoben FinanzroinlBterü nnter 
inciuer Leiiung im KÖniglicIien Gewerbe-Insiiiut angestellten Ver 
suchen über die Festigkeit verachiedeuer UuumateriulieD kaneB 
unter Andern auch schmiedeeiserne ßundstangen bis zu eiaet 
Stärke von ettru 1^ Zoll mittreren Durchmesser zur AnwenduBg, 
um sie in Bezug auf ihr elastisches Verhulten hei einer gewissen 
Längenspaonuug zu [»rufen. Du aber viele von diesen :Stangeii 
nicht an allen Stellen denselben Durchmesser hatten, so knta ci 
darauf an, eine IHeihude zu ermitteln, durch welche der Elasticiläti' 
Modulus genauer gefunden werden konnte, als nach dem gewöhn' 
liehen Verfahren, hei welchem die Stange als ein Cylinder vurous- 
gesetzt wird, dessen Durelimesüer deni mittleren Durchmesser die 

fe|irül'tei( Stange gleich ist. Dos Ungenügende dieses Verfahre» 
nt Bchon 'Liigerlijelm erkannt, weshalb er hei seinen Versucliea*] 
diejenigen I Stangen, welche nicht überall denselben Ourchmeiier 
zeigten, uls eine Aneiuituderfiigung mehrerer Cvlinder von versclli^ 
denen Durchmessern betrachlcte, und duiauf die Bcrechnnng ihrer 
Läugendebnung hasirle. 

Das zu gleicliem Zwecke von mir iu Anwendung cebrkcMc 
Verfahren, welches den Gcgcnstund dieser Mittheituug bildet, te- 
steht im Folgenden: 

Man denke sich die Stange in n gleiche Thcile getheilt, und 
in den Tbeilpuntien die Querschnitte bestimmt, welche sämmtlieb 
als rerstbicdcn vorausgesetzt werden. Betrachtet man demnäcbit 
jeden dieser Theile als einen abgekürzten Kegel, und hereclinet 
unter- dieser Voraussetzung die Dehuuugeu aller einxelner Tbeilt, 
B» muss deren Summe gleich der. beobachteten Delinuog der gil* 
zen Slange sein. Auf diesem Wege gelangt man zu einer Ulei- 
chung, aus welcher sodunn der Ebsticilä[s-ftli)dulus leicht e,'dw 



Um dies Verfahren i 



' zu brii 



, könnte c 



■) Peter Lfltterbjelm's Versnche im Bestimmung der Dichilieit, GTeicb^ 
ligkvit, Klaslicität u. s.w. des genalzlen und sc«<^lutiietleten Stabe iiini. 
Aus ilem Scliwediscben überselzt von Dr. J. W. PfafT, NÜrnt 
lezy. Seite 134. 
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ilerat darauf au, die Debnung eines abgekürzlen Kegels zu berccb- 
nen, welcbe sich folffeuderniaaBeii geslaltet; 

Der gritssereo Anffemeiuheit wegen eetzeii wir eine abgekürzte 
Pyramide voraus, deren parallele Endßäcbea mit a und o' licKeicb- 
net werden iollen. Eb sei l die Länge dieses Körjiers und X die 
Dehuung, welche durch ciiie, nach der Ricbiung seiner Scbwer- 
punktaadiBe wirkende Kraft P hervorgebraclit wordeo ist. Man 
denke sieb von a aus ein unbesiimmies Klück :^x auf der Acbae 
abgescbnitten, uod bezeicline den Querscbiiilt der Pyramide im End- 
punkte von X mit y. Zur Bestimmung dieses Huerschniltes bat 
imiii dann die Gleicbung 

/l/y = (/— m\Va + xVd 

= ^l/^ — a:{V/a ~ I/o') ; 

aus welcber sieb demnäcbst ergiebl : 

Bezeiclinet nun l-x die Dehnung des in Rede befindlichen Körpers' 
»nf die Länge x, daqn ist ttk^ die den Increment dce zukommende 
Debnung, und dafür kann nun nacb (1) die Gleicbung Dufgcstcllt 
' werden: 

dl. —P'^ 
Aus ilir ergiebt sieb, nach Einsetzung des obigen Ausdruclies tou y. 



pp r' 

~ m J 



(AXa- 




-V«'))' 


(«/»- 


-«Cl^.- 


-VittY' 



nführt man die hier angedeutete lotegraiion zwischen den be- 
tfaneten Creozen, was keine Schwierigkeiten hat, so findet mau 

"t ti/aa- mVa^- 

1e Dehnung der abgekürzten Pyramide ist demnach 
4er eines Prismas gleich, deasen «uerscbnitt das geo- 
netrische Mittel zwischen den Endflächen des ersten 
Körpern ist. 

Ist die Bede von einem abgekürzten Kegel, und man bezeicb- 
'net die den Endflächen a und a' zugehörigen Durehmesser bezttg' 
%eb mit tt und >/. so verwandelt sich Sic vorige Forrael in folgend« 



k Zur Anwendung der letzten Forme) auf den mir bei den Ver- 
y TLrU IV. \ft 



J 
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suclien vwrgelagcDP« lipsonilcrii Fntl seien nun ^i, , </,. i/, 
tlie verseiiicJeneu, io den «+-1 Theil|juiikten 
messer, und X,, X,, A,, . . . . A„ Ecien die Delinung:ea m 
zelDcn AbtbeilUDgtTi der f^tange. Alle diese T-lieile bnben 
Lauge = — , wenn / die Lunge der Stange in ibreio n: 
Zustande beieiclinet. In RemasBheit der obigrn Formel 
dann iin<rb einander: 



dieselbe 
itürlichen 
Lat nnii 



X,= 



hPl 






Summirt man diese CleichUDgen, 
StBnge, neinlich ^i + Ij -t- ^i + 

, wenn der Kürie wegea di 
r gleich ^(j-j-) gesetst wird. 



ind setil die 
...K^X. 1 



S(-, 



5)i = 
Diese Gleirliung liefert i 

King'ikDg's erwähnten Veraucb 



fiir den ßlaslicitäts-ModuIua die Foriiel 
— nnl ^d,dj' 



nadi welchi 

Die dadurch gewunuencn 
liebkeit übergehen werden, w 
Mittbeilung darauf bescbrank' 
aniarübren, den icb nach der i 
vöhnlicbeD Verfahren bttrochnen 
1 Wertheu vud m fßr 



rechnet worü« 



esullate werden später der OeReDt- 
«Ib ich micb tur dttn Zweck diMer 
hier nur einen der vielen Vcrsucli« 
abigen Formel and nach dem (te- 
il, um den tünterachied in d» 
ide Methoden ersebpn zu IrsscD. 
Dieser Versuch belritft eine Stnoge englisches Rnndeisen von d(f 
Sorte, wie es gewöbniich zu den Ankerketten verwendet wird. Ei 
wurde auf deraclben eine Länge von 5 Fnss iib9;etheil[, und t«i 
Fuss zu FusB frurden die Durchmesser ermittelt, für welche i\A 
folgende, in Linien nuBgcdrückle Zohlenwerthe ergnbei 

d, =12,29; (/, = 1I,08; d, =11,71; 
rf, = 11,68; rf, = ll,tiö; r/. = 11,89. 
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Das arilbmeÜHclie Mitlei dereetbeD ist r/:=11,81S IJaien. Die bei 
dem Versuche beobachtete ßebnuug der SluiiKe betrug im Mittel 
von zwölf verschie denen BeobucbtUDgea 0,3072 Linien nat S Fosa 
L.äiiffe, wenn eine Langen spanDUn^ 7*= 902i Pfd. angewendet 
wurde, 

t'u nun biernuf die Formel (6) anwenden zu können, muss 
tnao / in demaelben Maasse wie k, also beide in Linien ausdrücken, 
dann wird sich der Elasticitäis-Modulua in Pfnnden für die Qua- 
dratliDJe als Einheit: des QuerscbnitleH er^ceben. 

Demnach ist /=:720"' und A = 0,3072'". Nach den obigen 
Werlhen der Durchmesser fiudet mau zuerst 



''^d.d) — d.d.~*~ i 



Setzt man 
tigt zuglei. 



ind berück sich- 



» = 194933 Pfd. pro Q Linie. 



tJio die Grosse oi nach den mittleren Durchmesser f/= 
mien an berechnen, dient die Formel 



-welche nach Substitution der entsprechenden Zablenwerthe 

/« = 192772 Pfd. 
giebt, ebenfells für die Quadratlioie des Querschnittes, 



XXIX. 

Auflösung' einer algebraisclien Aufgabe, 
Hinsteliüiig einer andere». 



nnd 



Ilei-rn A. Göpel 

zu Bertin. 



"»=1; 



' = 1 ; bc-\-lic' -^ b"c"=i» 



■ lierzolciteii. (S. Lilter. Bericht. Nr. Xll. 8. IDl). 

Diese bei der Verwand luo{{ der Coardinnten vorkanw 
Gleiciiungun pilegt mao gewölinlicli nus ibrer gcometrischeDfl 
lUDK abzulaitCD. Hat mau niimlicli zwei recbtwinklige i 
syaleme OX, OY, OZ und 0\\ OV, OZ' und sind 



a,- 6, c die Cosinus dei 



Winkel XOX, XOV, X'OZ 

Y'ox, Y t/Y, roz 

ZOX, ZOY, ZOZ 



lien die dni I 



so Onden die Gleichungen I) stAlt; und namei 

letzten derselben, weil o'i/" -|- i'A" -t- c'c" glei 

Winkels iOZ' ist, dieser aher als ein rechter Winkel TOfausK^ | 

setzt wurde; u. s. w. Unter diesen VnrauHselKungen sind uf | 

ff, a, a die Cosinus der Winkel XOX' , XOY, XOZ' 



, ff, l" 



YOX\ YOY, YOZ 
ZOX-, ZOT^ ZOX; 
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und da das i\keiisysteiii 0X\ 0Y\ OZ' rechtwinklig vorausgesetzt 
wurde, so folgen ntus ähnlichen Gründen die Gleichungen 2). Rein 
algebraisch dürften ' dieselben am leichtesten folgendermassen her- 
geleitet werden. Schreibt man die* erste, fünfte und sechste der 
Gleichungen ly^o: 

80 folgt aus ihnen durch eine einfache Elimination , wenn zur Ab- 
kärzang: 

4) f = a(&c; — ff'c) 4- n(d"c - 6c") + a(dc — d'c) 
gesetzt feird: 

5) €.a = Uc" - b"d, B.d = cu' — cd, €.c = a'6' — alf\ 

Auf dieselbe Art ergeben sich aus der 2ten, 4ten, 6ten; und aus 
der 3ten, 4ten, 5ten der Gleichungen 1) die folgenden: 

■ 

6) e , €d=zb"c — hd\ f . Ä == c"» — cä\ €.€?== «"^ — aU' 

7) e . a' = bc — b'c^ b . b" z=z cä — ca^ b , c" =, ab' — ab 

Moltiplicirt man nun von den Gleichungen 5), 6), 7) beziehlich die 
ersten mit «, a\ «"; ä, b\ b"\ c, c\ c\ und addirt^ so ergiebt 
sich nach Division mit e: 

« 

«* + »'* + »"» = 1, ab-^ db' + a'X = 0, ac -f- «V+»V'=0. 

iof ähnliche Art erl^ält man aus denselben Gleichungen die übrt- 

Sen Gleichungen 2)* Die IKvision mit e setzt voraus, dass e nicht 
all tst; sein'Werth findet sich sehr leicht bleich zbl. Denn qua- 
drit man die Gleichungen 5) (oder auch oj öder 7)), und addirt, 
so erhält man: 

= («'» + b'^ 4- c») W + ^''* + ^"') 

— {da + Ä'Ä" + dc)-^ 
also wegen ^1) 

9) €» = 1. 

)at Zeiehen yon c ist seiner Natur nach unbestimmt; in der geo- 
wtriscben Bedeutung hängt es bekanntlich davon ah, oh dite Axen 
}X\ OY'y OZ' in derselben Drehrichtung um einander liegen, 
re die Axen OX^ O F, OZ oder in entgegengesetzter. Im ersten 
alle jst € = -1-1, im zweiten €=^ — 1. 

Ich stelle nun die Aufaabex , 
an soll aus den Gleichungen: 



• 
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^M Aa^ H- ÄÄ* + Cfc'» + 20Ä'c' -^%Ecd -\-1Fä b' + 2G« 

H 4-2ÄÄ'-|-2/c"=/ 

H Aäd- -\- Bb-b' + CfcV + D[ptl' + ffV) + £^cW -H e"«') 

H -H /X«'i- + ä-V) + G(« +«■') + //(Ä' + *■') + /[«' + «") =f 

■ 4- G(« + «•) + H(b -\- b) -H /{e + e')=r 

L 



ähnliclie Systeröe vou GleichuDgen lierleiten nnil die 
geometriBClie Bedeutung derselbcD durtbon. 



XXX. 

Theorie der iiivohitoriscben Gebilde nebst 
Wendungen auf die Kegelschnitte. 

Vuii 

Herrn Fr. Srydenilz, 

Oberlehrer am GymnaKiiim ku Heiligetistailt. 



1 



Gegeuwärtige Abbandlong aotl dus Weaen der sagCDi 
■ ■■ ■■■'■ ■ ■< .^ :. . . ■ hnfteo 



lovululioneD im Verbältniss zu projektiv ischeii ü^igeDscIiaRen übtr- 
liDUpt darBtellen und die bereits von Steiner K. 167. seines Wk' 
kes angekündigte Wichtigkeit dieser Lebre an der Tbeorie in 
zugeordueten llurrbniesHer, denen liier die zugeordneten Acbs«!. 
punkte und Achaenpunktwinkel mit ganz unatogen Eig*i- 
Rcbaften sich zur Keile stellen, an der Tbeorie der UrennpuoliK 
und, wenn der Rduiq es gestuttet, der geiaeiancbaftlicheD Sekknin* 
und TongenlendurcbHelinitte nacbweiseu. Denn ilnrcb diese l '~ 
erball die Geometrie nicbt bliiHs einen l'^rsulz für das, was dio 



247 

IrsiE ilurcli deo Gebraucli des Imu^iuÜreu i^brmqg, soDdero so^ar 
em^D Vortbeil über die letztere, inOeiu sie ilirem intuiiiren Cbanik- 
ter getieu, stutt elu Dicbt-Beiendea Olijckt kruft der Form ciues 
reellen aicb vinzuliilderi, vielmebr von einem Objekte der Auacbuu- 
ung; zu eiDFin onderen reellen Objekte lon dcrsi?lben Grösse, aber 
verachiedener BedcutuDg übergebt uu<l somit zugleicb an Wahrheit 
und IHaDnigfultigkeit der Begrilfe )cewiuDt. 

Des Zusammeubatjges weisen und (lein Hiinptzwecke des Arcbivs 
(Cemäss geht eine kurze Uebersirbt desjeniffeu nus der „Systewa- 
tisclien Entwickelunjr der Abbänscinikeit Keumetriacber 
Gestalten vod einander" voraus, worauf im Folgenden Itesug 
geoommen tverdea wird, und für eine solche dürfte nohl eine blosse 
^ndeutuni; der Itetvpise binreiclien, um so mehr, da sieb voraus- 
setzen tasst, dusB das f^uannle tVevk siub schon fängst in der 
Hand eines jeden Hatbematikers belindel. ") 



Die Gerade und de: 
1. Wird eine Gerade .4 vi 



Strahlhüscbel. 



den Strahlen a, f>, c, il... eines 
(betien fitrublbügchels B d.h. von den sämmtlicben durch 
einen Punkt B (,Mittcl|in[ikt) ^chcndea Geraden einer Ebene, 
in den Punkten a, &, C, b... gescbDitleD, und man denkt sich so- 
fort die beiden ßebilde y/, B in irgend einer Lage eu eiuiiiider, 
in welcher nur die gegenseitige Neigung der Strahlen von B und 

. die geßenseitigen Abstände der Puukte von ji , ao wie die Uezic- 
linng, dass immer diesem Strahl a dieser Pankta entspricht, fest- 

, sehulten wird, so beisscn die Gebilde J, B in AnseLunp; der 
«ntgprecbeDden 121 erneute n |iuure a, 6, C. b.,. und a, b, c, li... 

I projekti visch. und zwar scbieT liegend, wenn die Klrahlcn 
iit B nicht durch ihre euts|)rechenden Punkte geben, perspekti- 
iiBcb liegend dagegen oder perspektivisch, wenu dies durch- 
war der Fall ist. Die Projcktiviläl von J, B erlaube ich mir liier 
der Kürze wegen durch - 

^(0, b, C, b...)=B{a, 6, c, (/...), 

■md dsss sie insbeBondere perspektivisch sind, durch 

^{a, b, c, b... ) = *(», Ä, c, d...) 



perspektivische Gebilde 
ige Klementenpaare 




Leser wird g«betPii, die Figi 



r je des um] igen Angabe gcniajia 
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ftü.bc^Bb.BcMn.if:, 



uls FuDilamental-GeBeU der Projekt; 
es gilt voD je 4 entsiirecliendeii Eleiaeateupao 

J(a, 6, c, b...) = B{a, i;c, d...), 

udJ ist crsteres der Fall iid<1 zugleich die Ordonng der Elemtoh 
iD j4 UDil ß übereiDstimmeDd , su gilt auuh das letstere, wi« 
durch CoDstruktion näher aachgewiesen wird. Hieraus folgt: 

a) Das ganxe System der cDtsprechendeo Elemeoten- 
r [irojekti viachen OeL il.le -i, Ä isf "^ ---:--■ 



obald i 



od dr. 



r I». 



B gege 



i) Bei zwei beliebig liegenüea Geh 
man gaoi uach Willkür drei Faor El 
c, c auawäbleQ uod sudaiin festsetzen, 
len projektivisch und diese lÜIemeDten 
Bprecliende KlemcnteupQare hgio. 


ild 
uic 
die 
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Ute a 
Geh 


fikaoa 
«; b. *J 
Ide sol- 
l«a eot- 






Ueson 


dere Fälle. 
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Hier ist he 
der Werth 


rvorzuh 
eines d 


beo: 

r DoppelverliällrÜBse 







bc ■ bB' ain.Äc' sin . Ad 

ist, was immer zugleich ataltlindet, so hei^sea die 4 Punkte ti 
b, C, b oder die 4 Strahlen a, b, c, d harmonlHch, uod itrer « 
und b, c und b oder a uad h, c und d zugeordnete harmooi- 
sehe Punkte oder Strahlen. 

Wird iu diesem Falle die Strecke ob iu c gehälftet, so liegt 
b auf .J unendlich entfernt, und vird der Winkel a^ darcb c 
gehälftet, su ist c rechtwinklig zu d. Geschieht dasselb 
aber in einem andera Punkte m, und durcli einen anderD Strahl jl. 



> iat 



= rab' ; tng . Ac . tag . Ad^ tng' . Aa ^ tng* . A6. 



nl'unkt, 



f barn 


oni- 


t dasR 


echt- 


Ahstä 


nden 


elerPu 


nkte 


Mitte 


zwi- 




ereu 



rT.nge 



st dai l>r|. 
lenJerWil 
i zuirear'' 



r Mitte Evischen deobc. 



tCDl'oteaz 
Lulheo Wii 
letzteren < 



wei Uli J ciielirere Gcr^ 
A. [gt ZD glciclier Zeit 



^,(a,, b,, c, 

1 g'teicher Zeit 

B(a, b, c, 



..) = Ä(o, b, c, d...). 



d...) = A[o., b, c, b...) 



clieodeo Punkt« 



. .) = -J(a, b, e, b...). 
selber in Ansehuog der 



I B, B, selber 
re «, Ä, c, d. 



atBji rechen 
... projckli 



^(n, 6, c, b...) = .^,(ci,, 6,, 



■■)■ 



l^iegeu ineliesDiiilere A und A^ mit A, uder ^ iiud B^ mit ^^ |ier- 
Epektiviscb, so lieisscu ^, ^, uder Ä, Zf jicrapek ti visch u.s.w., 
wo nicht, BchieMiegead, Der PuuktÄ hcüst der TrojektionB- 

Ipnnkt der perspektivischen Geraden A, A,, udiI die Geraden aa,, 
Ht,, CC, ■-. iD jedem l-'alle die I'rujektiouss trabte ii von A, A,. 
I^DdlicIi wird ^ der perapek ti viaehe üurchschoitt der per- 
bektiviscl.ien SiruLlbÜHchel B, B, ^euanot. 
r Auf jeder von zwei pErgpektiviscben und fol^lidi auch von zwei 
bojektiv lache □ Geraden A, A, überhaupt giebt es einen l'uukt r, 
K, desseu eutsprecheuder auf der nnileren GeryleD A„ A ihr un- 
Kidlich-^Ut-fernter Punkt r,, q ist. Uieae iieidee Punkte r, q, 
^isaeur'die Durcbschnitte der Paralleistrahlen. Ehen s» 
giebt es unter den eulspreclienden Strableupanren zweier perapek- 
^, tiviaehen und fulglicti^ auch zweier projektiv! seilen SlrHlilhiiachcl 
0, B, überh'ebpt zwei Paare -s, t; a,, t, vou der EiKenschaft, d-ia» 
[^owubl « zu «als auch *, xat, rechtwinklig ist. DeuD ein durch 
6 Hiltelpunkte B, B, gelegter Kreis., dea'sen^tentTUm auf dem 
npektivischeii UurchacbDitte A liegt, achneidet leiziereu in zwei 
lokleu e, t, denen solche Struhlenpaare *, /; «,, f, entsprechen 
Sie heissen dieSchenkel der enlaprech enden rech- 
»a Winkel. 




5) Bei xwer |<rojektiviachGn Gebilden jä, A, . 
fiocIeD folgende metriHChe RelattoDon stalt: 



■ b,D,' 



n.be' s 



.bd- 



.b,e. 



i . Ä.rf. ' 



und (lemnncb älinliche Lehrsätze nls die unter 2) auspcespro dienen. 

Hieraus ergiebt eich als Nerv der gaozen Metliode ilrr 
Satz: 

Ist liei irgend eioer Anzalil » Gcliüden — Gerade unil 
ebene Slriihlliüscliel — in ireend einer bestimmlen Ordnaig 



, jede 



Gebilde 



«i.jede™, 
CD projet- 



sprccLei 



A,Ai gleicliea Verbaltaiss, d. Ii. 



scbeo PuDkien von A enlsjirechco vier liari 
4,, uod vipr hnrmiiDiBcheD Strulilen vi " 
lieclie SlruEileo vüd B, (5). 

eDlsprecliendc Abscbnitte der Gera 



6. a] Verlausclit niiin in 5) 
deD hesoiideren q, r; <^^, r,,UDd 


die Punkleopaare t, b; c,, b, mit 
ie Ktrablenpaare c, </; «,, ä, mit 


den besonderen s, t; s, i, (i), so sind die Verbällniese ^ uod ^ 

= 1, und siB.«(=cos.«* u.a.w., folglicb flC. a,q, =6t. 6.qV: J 
tDg. a*.tBgff/i =tBg.i« . Ing.Ä,/,. 1 


Bei awei iirojektivischen 
Geraden ist das Recbteck 
unter den A^slBt.den irgend 
zweierenlaijrephenderPunk- 
te von den »urcbsci.ni t tei> 


Bei zwei projektiTischto 
StrablbüscIielD ist dasPfU- 
duklderTnogentenderWiB- 
kel, ivelcbeirgendiveient- 
BprcclieiideStrahleoniitdeB 


derl'araltctstralilen vonun- 
veräoderlicbem Inbalt. 


ungleicbnnmigenSclieokeln 
der entsprechenden r eck teil 
Winkel einscbliesaen, von 




unveräDderlicbem Werlh«.- 



gleich; ab= ni^ii 
ach gle- ■ ■ ■ 



nde Punkte. Kben 



I giebt c 



ukte beider Gerndeii 
trablbüsrhel . 
icbende WJnkd «I 



ff) Be.nD 
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litige LugB 



' Gebilde. 



8. Da liei ■■ 

i |ierH(ieklivisc^i ifegeo, : 



scl> lies 



&)\a( e 



■ gelegte Ge 



cbB 



projektiviBcl-en Luge. 

icben Geraden , oder Stratilbuselielu. 

[wei eutsjirecLeDde Puakte im Uurcb- 
ichuilte der ersleren, »der zwei euisjirecbeDde SlrubleD mit dem 
Ijfemi'iuscbaf Hieben fjtruhle der letzteren zusammeafallen, uud da dtis 
ganze System ibrer eotaiirecheDdea Puiikteii- uder Strahlen|iaare be- 
stimmt ist, sobuld irgend drei Paare gegeben sind (5), so fulgt: 

Zwei projektiviscbe Ge- Zwei projektivi BcbeSti-BbU 
rade befinden sieb allemal 
und nur dann in perspekti- mal uud nur dann 

d er irgend zweie ntsprecben- 
de Punkte in ihrem Üurcb- 
ecbnitteve reinigt sind, odei 
wenn irgend drei Projelf- 
tiDOBstrableiiineinemPuDk- 

|. 

It\ 9) Werden zwei prujektiviscbe Gerade ^, ji, beliebig auf ein- 
■nder, oder zwei prujekliviBcbe (jlrablbiiscbel beliebig cooceniriscb 
gelegt, so ist wesentlicb zu unterscheiden, ob die Blemenic bei- 
der Gebilde uacb derselben oder nacb entgegengesetzter 
Richtung geordnet, d. b. ob sie gleicbliegend oder ungleich- 
liegend sind. Ea frä^tt eicli, ob bei sulcbeu Gebilden, unil wie 
viele enUprecbende Elenientenpaure zusammeiifallen könoenf 

Sind ^i, J, gleichliegend, an können sieb böcbstena nur 
zwischen deu beiden UnrcbschnitiCD der Pnrallelatrahlen i, q, ent- 
Bprecheude Punkte vereinigen, und nie zwischen V, t\,. wenn ji, j4, 
uDgleicbliegeuü sind. Denn liegt eiu solcher Punkt (et,), in dem 
aicn eutsprecbeode e, t, vereinigen, nicht zwischen r, q,, so ist die 
Rlcblung der Punkteoreihe e, r, q der Richtung der entsprcchendeu 
Puukteureihe e,, r,, q, entgegen gesetzt, einerlei dagegen mit die; 
«r, wenn (et,) zwischen r, q, liegt. 

Da mich ti) das ßecbteck ar.a.q, constant ist z.U. :=: g'', so 
ist iiucb für den Punkt (ec,) ti;.e,q, ^g-'. Tbeilt mau also die 
Strecke rq,, wenn ^, ,4, gleicbliegend, ilergealalt in einem Punkte .r, 
<lass .xr.^q,=g', so ist ^ uoihwendig ein solcber Punkt (et,); 
nad bestimmt man, wenn j4, j1, ungleicbliegend, auf der Verlan^- 
'oDg von rq, einpn Punkt .r su, dasa arv .-x^i^g^ , so ist auch 
jtUt X Dolbweodig ein Punkt (ee,). Denn entspräche dem auf .-/ 
vorgeBtellien Punkte ^ ein Punkt ^, auf >^t, der nicht mit jv zu- 
nmmenliele, su wäre doch a^qj^o'iq,, und es würden die Puuk- 
tenreiben .t-, r, q und ^,, r,, q; im ersten Falle nacb entgegen- 
gesetzter, im Kweiten nach einerlei Seile bin gerichtet sein. 

Jeaachdem der Abschnitt ra, grösser, gleich oder kleini 
|!g. fiiud zwischen lundq, zwei, einer oder kein Punkte nög- 
Dagegen gibt es auf deu Verlängerungen von rq, beider- 



1 




1 




liegen die beiden Funkle x 



aeits eiDcn Funkt ar. In jedem 
zu den Punkten |;> <{, Bjmmeti 

Hnben eodlich zwei projehtiviBche SlraLlbÜHchel B, B, eineflei 
Mittelpunkt und werden durch eine beliebif;e Gerade geBcLoilieD, 
so sind in dieser swei projektivische Gerade y1, ^, auf eioander 
gelebt, indem ji mit B, A^ mit B, {lergpektiviach ist, Jenach. 
dem nnn /f, /f, ^leicbliep;eDd oder uoslcicbliegend sind, sind ti 
aucli die Geroden A, A,, und jedem Punkte (cc,) der letzteren man 
ein SlraLI (e<?, ) der erGtcren enlsprecben. 



a) Werden zwei prujekti- 
scbe Gerade beliebig auf- 
nauder gelegt, ao verei- 



dagegei 
be Paar 
cliliegei 



Inabes 
b) Werd. 
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Si 



ii nun der; dagegen allem nl 
iwei solcbePaare, wenn i\ft 
ingleichliegend sind. 



i projekt(viBcb-ü 
r gelegt — gleich- 
h nllemitl zwei 



iDlicIie Gerade br- 



c) Werd 
Iscli-glc 



ojekti 
gleich 
gelegt 
der DU 
bende 
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c) Werden zwei projekti- 

i seh- gleiche StrablhOiekel 

leicbliegend cuucen tri««li 

gelegt, so fallen entweder 

■ ae, öderes fnlteDJ. 

iteprecbeude Stral- 



■rade 



ojekti, 
unglc 



cblie 



gelegt, 

laprecheDdePunktc, 
ines uiiendlicli-eni 
iBUndcreinderMitl 

iVink^trüHeVt'*"' 
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^Ibüscbel DU' 

cnncentrJBcli 
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kel. 



HO fallen 
aar en taprecheDde 
iiuif einander, nän- 
: 'Schenkel zweie' 
hcuderrechtenWin. 




Von dem ganzen weiteren Inhalte des Werkes hebe ich zu mei- 
nem Zwecke nur noch das Folgende hervor: 

10. Liegen die Slrnblen a, h, c, </...( a, b, c, il, ... zweier 
projektivischer ebener StrabIbÜHchel B, B, in den Ebenen a. ^ i 

f, (f...i U|, ß,, ^11 i^i zweier Kbeneobiiscbel H, 31,, d. b. id ' 

■olchen Ebenen, welche sieb alle lu einer Geraden Ti, 71, «chnci- 
I legt durch jeden dieser beiden Ebeueobiiachol eine 
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) erzeugen diese tn jeaeii zwei oeue ebene Striiiil- 
welche in AoBebung der Slrablen a',li',c',tt..,\ 

, d' die DämlicL denselben Ebenen a, ß, y, (t...; 

1, /, , ij, . . . als die bcziiglicljen Strableu vnii B, ß, nngebü- 
ren, projektiviacb ainJ. Denn O, B' Bind beide mit einer Geraden 
^, der DurciiDitlsliDie ihrer Ebrnen, und eben ao B,, B\ mit 
Geraden A^ persgiektiviscb, also der Reibe nach 

B\^, b\ c', a...) = Aia, 6, c, b...) = B{a, d, c, d...) 
= B,(a„i,,c„d,...)=A,(a,,b,,<:,,b,...) = B\{a'„&\,c'„(l',...}. 

II. Nncbdem die Kef^elacbnitte durcb Projektion des Kreises 
erzeugt und ala uoterscbeidendes Merkmal ibrer Arten gefunden, 
das» die Ellipac keinen, die Parabel nur einen und die 
" perbel zwei uiiendlich-enlfer n te Punkte, und dasa 
r die Parobcl eine unendlicb-enifer nte Tnn|;ente bat, 
wird Bofert miitels der Satze j dasa der Cca tri winket eioea 
,_K.reisea, dessen .Schenkel nach den Üurchschni t teo 
r festen mit einer beneg'licben Tangente geben, 
int ist, und daas somit seine Schenkel ztvei projektiviBcb- 
Ifleidie coorenlriscbe Slrablbüscbel erzengen, so wie dass Peri- 
Irkeriewinkel auf g^l eichen Bu^en gleiche Grösse haben, 
I in folgende Satz zunüchat vnm Kreise, und sonach mittels 10) von 
Kegelschnitten überhaupt erwiesen: 
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ede zwei Tangenten ei- 


Jede zwei Punkte eines 


De 


Kegelschnittes sind in 


Kegelschnittes sinddieMit- 


Ib 


sehnng der Punktenpaa- 


lelputkte zweier nroiekli- 


re 


in wllchen sie von den 


visehe,, ebenen Slrahlbä- 


ib 


igenTangcnlengeschnit. 


scbel, deren entsprechende 


ti» 


werden, n rojekii visch, 


Strahlen sich luden Übrigen 


(• 


zwar eniaprechen den 


Punkten dessciheu scbuei- 


h 


hrem Durchschnitte ver- 


den, und zwar entsprechen 


<i. 


igten Punkten ibrewecb- 


den vereinigten Strahlen 


«1 


eiligen Berübrungs- 


die Tangenten in den ge- 
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kte; 


genseitigen MittelpuDkten; 




und umgekehrt. 


\ 


Involutorische Gebilde. 


Zw 


ei involutoriacbe Gerade oder ebene Stroh Ibüscbefi 




«. 1. 




Werden zwei projektiyiscbe 


Serade A, A, dergestalt auf ein- 



, der l'a 



nin gelegt, dass ihre beiden Durchs 

lelslrableD aicb in einem Punkte tti vereinigen, oder werden 
ZRci prujektiviacbe ebene Strahlbiiacliel B, B, dergestalt conceo- 
Iriach gelegt, dass die UDgleicbnamigen Schenkel s, e,i t, », 
Urer entsprechenden rechten Winkel in einen Strahl m, a 
msaminenfallen, so erhalten dieselben gant eigentLümlicbe Ei- 

yreDsctiaften , welche überall da bervortreten , wo es sich um gaai 
Ipguläre Punkte und Linien der Figuren bandelt, und durch welch^a 



t 



selbst BrscLeiDUDgeo, deren Betrackfung soiiM deT Geametrie der 
(irÖBse giiiiz lieaaDderB anzugebören scbieo, als natbweadige Mo- 
meüte des SystemeB „der Alihaog'if^fce) t geametrisctier Ge- 
slaltea" aufgezeigt werden. 

I. Sind d, a, irg-end zwei cntaprecheude Punkte der bo aiif 
eioBuder geteglea Geraden J, A , und denkt man sieb einen Auffen- 
lilick I, B. die Gerade .^i ads iLrer Lage gebracht uod in der ibnr 
vorigen entgegeugeseCxten Ricbinng wieder uuf .,4 gelegt, jedoch 
so, dasa nun der Punkt a, sich mit a vereinigt, indem sich oSralicb 
die A, um den Mittelpunkt des Abschnittes aa^ dreht, so treten 
jetzt im Allgemeinen die Punkte r, (|, wieder aus einander, und be- 
zeicbnet man denjenigen Punkt von ^4, welcher vnrher vom Puokte 
a, gedeckt wurde mit «, und denjenigen Punkt von jJ,, welcher 
den Punkt a deckte, mit o,, so werden sich, so wie o und o,, in- 
gleich auch die Punkte a und (c, vereinigen, und überdies die bei- 
d'-n Punkte (aa,) und (uu,) zu den Punkten r, q, symnetriacb lU 
liegen komnieu. Da aber eine solche Lage allemal den beideu Paa- 
ren vereinigter Pu.ikte (ecj, (ff,) zukommt (<)), und da (aa.) du 
sulcber Punkt [tt,] ist, in welchem sich zwei entsprechende ver- 
einigen, HO sind norbtvendig auch die beiden anderen vereinigten u, a, 
entsprechende Punkte. Da nun das Bnfsprechen dvr Punkte von der 
gegenseitigen Lage der Geraden jJ, -4, nicht utibängt, und da &, d, 
beliebig gewählt wurden, so folgt, dasa, wenn in zwei auf eiDUidei 
gelegten projekiivischen Geraden A, -J, die DurclischoittB t, q, dei 
Parallelstrablen sich in einem Punkte tn vereinigen, je zwei ent- 
sprechende Punk te sich in doppeltemSinne entsprechen, 
jenuchdem sie wie Q, fl, nls den Geradeo j4, ^,, oder wie «,, a 
als den Geraden ^,, J zugehürig vorgestellt werden, d.h. die G«' 
raden -4, A, sind in Ansehung der entsprechenden Punkleupanre 
0, b, c, b. . . a,, b,, c,, b, ■ . . und «,, b,, c,, b, ... a, 6, c, b... 
projektiviscb, oder J{a,&,C,6 ... Oi, b,, e,, 6,.,.^ ^,(0,, b,, C,, b,«. . 
0) b, C, b ...), indem jeder Punkt zu beiden Geraden gerechnet wird. 

Cod umgekehrt: entsprechea sich bei zwei auf einander geleg- 
ten prujektivischeii Geraden A, A^ ein einziges Paar Punkte a, n, 
in doppeltem Sinne, so gilt dies auch von jedem Ourchachnilte der 
PnralleUlrahlen und dem ihm entsprechenden unendlich - entferntes 
Punkte, uder diese beiden Durchschnitte r, <|, vereinigen sich ia 
einem Punkte m, und dann entsprechen sieb alle eotaprecbeDdes 
Punktenpnare in doppeltem Sinne. Denn durch Umkehrung der eines 
Geraden erhält mau zwei Punkte [aa,) und (aw,), in deren jedes 
sich zwei entsprechende a, a, und a, a, vereinigen, foiglicb liegen 
beide zu r, q, symmetrisch, und diese letzteren müssen also, wenn 
die Geraden in ihre erste Lage zurückgebracht werden, in einen 
Punkt m zusammenfalleD. 

Ein wesentlicher Unterschied tritt ein, jeuacbdem die Geradei 
Ai gleich liegend oder ungleich liegend sind. Im ersten Falle 
Dämlich werden dieselben durch die Cmkebrung der einen uogleieb- 
liegend, also müssen jetzt die Punkte (aa,) und (««,) ausserhalb der 
Strecke cq,, ursprünglich also die wieder getrennten Punkte A, ■, 
zu beiden Seiten von m liegen, so dass jeder Punkt rechts vo~' 
einem Punkte links von m entspricht. Im zweiten Falle dagc 
Blellt sich alles umgekehrt, und es kann kein Punkt der einen f' 
von KI einem Punkte der anderen entsprechen. Hieran* ersiebt _ 
dasB die Geraden A, A,, wenn sie gleichliegeud sind, nedw 
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w«i noHi FineD Punkt, in welcliem sii^li ootiipreclieniic vereinigen, 
ütiialleu küDueui denn nud> <lfr Punkt m ist keio solcher, weil 
n ilim zwei uicIiE eiilB|ireclienile Puiiklit r, H, sicli vereinigen aollen. 
)agegen giebt es, ilem nllgEmcinen Gesetze (9) zufolf^p, bfi un- 
rleichliaff enden Gerailen .4, ^, ullemsl zwei snlrlie Punkte. 
lie in der Folge mit g, fj Lezeichoet werden sollen, und zwar liegt 
n in der Mitle zwinclien beiden. 

Da (lau Recbteck (ir.(li<|, unter den Abständen irgend zweier 
ntsprechender Punkte a, a, von den Üurcbtchnitten der Parallel- 
trahlen von nnveründerlicbeiD Inhalt ist (6), so ist in unserem be- 
nnderen Falle 



Ain.o,m = bni.b,m = cin. c,n 



= 9111- 



= bin'; 



olglieh sind bei ungleichliegenden Geraden .-/, ^-i, je zwei entspre- 
liende Punkte a, o, ; b, 6, ; C, C, . . . mit den Punkten $, ^ burmo- 
isch (3). Tjid bierauH ersiebt man nucb, dass alle Punkte, welche 
er unendlicben {Strecke jenaeitB 9 (t)) aiigeliifren, sulcliea eoUprc- 
hen. die nuf der begrenzten Strecke gm (^tn) liegen. 

Endlich leuchtet es ein, d.iss das ganze System entsprechender 
'unktenpaare der in Rede siebenden Geraden A, A, bestimmt sei, 
renn zwei beliebige dieser Paare gegeben sind, Uenn niinmt man 
uf zwei auf einander liegenden Geiadeu j4, A, zwei Punktenpaare 
, a, ; &, b, beliebig .in, so kann mno als drittes diejenigen Punkte 
:, tt, hinzufügen, welche z. II. mit den Punkten o,, a der jedesmii- 
igen nnderen A,, A insainnienliegeu, und sofort festaetzeu'fS), 
leide Geraden sollen projektivisch und diese drei Punktenpaare ent- 
prechende bcId. [lies wäre lienn allemiii und nur auf cluiige Weise 
löglicb, und zwar müssen, wie gezeigt, die Durchschnitte der Pa- 
alleletrahlen zusammenfallen. DHssellie ergibt sich übrigens auch 
Di der in (2) entwickelten melriscben Relatinn, wenn man in die- 
er a, titixt und a statt b, setzt. Sip und die gleichzeitig slatt- 
isbenden Relationen verwandeln sich hierdurch nämlich in folgende: 



V 



= t^: >■ 



ab -ab, 



'■iiib, 



^=^: 5. 



3, ^. ^i"' bc, 

cfl ■ t,a, (b| ' 



(b.Eb, 



"Vertauscht man bic 
«tsprechende Punkte n 
«liuuen ihre Form, aus 
lurcb Verlauschung voi 
iÄ^idenliscben: 



was olTenbfir erlaubt ist, von Neuem zwei 
einander, so behalten die drei letzten Re- 
r Isten, 2ten und 3teii dagegen entstehen 
, C, ; b, b,; a, a, die'neuen, aber unter 



7 ^ . "■<• _ 



9 erhült man diese auch, wenn 1) und 2) durch einander 
und das Resultat mit 3) verbunden wird. 
Für den Fall eines Punktes g (oder if) ergehen sich die be- 





ofl-fefl _. ab , 






09 = ' 



I a^:a,^. 



Vielleicht t 




er roiBtaDd, iIsbb man die AuSüsiin^ ■ 
Praducles tod VerlialtnisseD in eio Ag^re^at eioe ßrolutian zn I 
1 pflegt, welcher D^aurgues, dcu Lehrer des Puscnl, veranluH 
4te, 5tc und 6ie der uliigeu 7 RclatioDeo mit dem Worte , 
ezeicbneq. Uud dieaes Wort kumDit hier ui 
legeuer, da es, als l'rattzÖBiscliei« betrachtet, die scheinbare 
rupg bezeicbacD nürde, welche dadurch eutsteht, «luss die Puakl« 
0, b, C| b... ursjirÜDglieh zu j4 , hinterdrein uher auch zu .-t, ge- 
rechnet werden. Ea salleo also zwei uuf einaniler gelegfte projekli- 
viache Gerade, deren Durchschnitle der Parullelslralilen sieb iu eioeB 
l'unkle vereinigen, iwei in vnlu toriBclie Gerad e, und das gann 
System ihrer eutspreclieuden Punklenpaare eine InvolutioD ts> 
Punkten heissen. Ferner sollen je xtvci entsprechende Puskie 
tlcrsclben zugeordnete Punkte, der Punkt ni der MittelpDoU 
der Involution und die Punkte g, 5 die Hauptpankte ätt 
Involution genannt werden. Drei beliebige Pniire zu^eordnettt 
I'nnkte bilden eine Involution von sechs, zwei solche Paan 
mit einem Hii upipunkte eine Involution von fünf, und jcdei 
Paar mit den beiden ■• ■ ■ ■ • '-•■ 



nkte 



r Ilb 



iche Punkt. 



II, Sind andererseits ß. B, irgend zwei cuncenlrische pra- 
-jektivisehe ebene Strahlbüschel , deren ungleich nnipige Schenkel 
«, /, ; t,», der entsprechenden rechten Winkel iu einen Strabl 10,11 
zUBammenfnllen, so lassen sich vun ihnen ähnliche Eigen Schäften, 
wie von den Geraden -i, ^i, und zwar entweder auf dieselbe Ait, 
oder liVlch kürzer so, wie folgt, nacbf^eisen. bäne beliebige Gerade 
,4 werde von den Strahlen a, £, c, ti, », t... des einen StraKI- 
biischels B in den Punkten a, b, C, b, ei, t . . ., und eine mit J 
vereinigte Gerade A^ werde van den entsprechenden Strahlen n,. 
f/,, c, d,^ »„ t^... des anderen Strahlhüschels B, iu den Puuk- 
ten 0,, b,, C,, b,, i,, t, ... geschnitten, so ist der Reihe nach 

A[n, b, c, b, e, t...) = B{a, h, c, fl, «, /...) 
= Ä,{«,, i„ c„ d,, «,, /, ...) = A,{a,, b„ C,, b„ 6,, (,,..). 
also auch 

A[a, b, c, b, 6, t ..) = ^,(a,, 6,, c,, b„ 6,, t, ...). 



Nun fallen die Strahlen « 
e und ti, t und f., 
sprechen sich in doppeltem Sin 
involutorii ' > ■ 



\, t und «,, also auch die Punkt« 
d.h. die Punkte t, S, (t, t,) ent- 
lach sind die Geraden ^t ^i 



sich in doppeltem Sinne entsprechen 



i entsprechende Punkte derselbw J 




ncli vnn je zwei entapreclicnden StralileD t 
ent [lerapchtivisch liegpo, oder 

E((«, Ä. «, rf, », ^... «,, Ä,, r,, rf,, «,, /, ...) 

= B^{a„ b„ c„ d„ t„ t,... ff, i, c, d, t, t . . .). 

tJod da hierbei die Eigeotliimlichkeit der Siraleo *, t\ «,, /, 
M\t ia Betracht kommt, anii es in zwei iirojektiviBcheo Slralit- 
liflachelo nur ein einziffcs I'aar cDtB|>reclieDdeT rechter Winkel gieht, 
iii Mat iiuch umgekelrt, dnss weun in zwei coacenlrischen pru- 
itkiiviscbeD SiraLlbÜBchcIn B, B, irgend zwei Strahlen sicli \a 
hffeltetu Sinne enlsprcclieii, dtis oämlicllc von allen enlsjireclieD- 
Icn ülfalilenpaiiren gilt, und dnss, wenu nun « von a,, «, von a 
'rnn i,, t, von t gedeckt tvird, f, mit ff, , und f mit ff einerlei 
icin muss, weil sonst den beiden rechten Winkeln «/ und ff7 von B 
4eafallB reckte Winkel »,l, und C,t, entsprechen würden. 

Denkt man sich insbesondere die Geraden j4, .4, rechtwinklig 
lu dem Struhlc m oder ä, so schneidet er aie in einem Punkte m, 
<fB der unendlicli-entfernle Punkt in dopDellem Sinne entspricht, 
[lieraua in Verbindung^ mit I. ergibt sich, dass hei cleicbliegendeD 
flruhlhüschelu je zwei entsprechende Slrablen nur verschiedenen 
Selten von «t oder » liegen müssen, bei ungleichliegcnden dagegen 
itidä zwiscben m und a; Terner, so wie bereits aus dem Vorigen, 
litis nur bei Strablbüiclieln der letzten Art solche Strahlen g. A 
Matlfinden, in denen sieb entsprccbende vereinigen, dass dieselben 
■il je zwei entsprechenden Strahlen harmonisch sind, und die von 
g^uad A gebildeten Winkel durch m und n gebälftet werden. 

Aus (6J ergibt sich, dass 

tngata . tog a,(» = Ing tim . tng &,ini ^ tuga/j . tnga,» = tng' /im 
= tng''g-OT=:tng» Ä« 

Kndticb lässt es sich wie oben zeigen, da»:s das ganze System 
•ntsji rech ender Strahlenpnnre der in Rede stellenden StrablUtschel 
durcli zwei beliebige dieser Paare bestimmt sei, und dass zwischen 
iedrei derselben, zwischen je zweien und einem Strahle g- oder A, 
OiUtcb zwischen jedem Panre und den beideu Strahlen g, h fnl- 

E Relationen slatthiiben: 
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■in 


.»,«.» 
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b.K 




in 


a,i, ' 






ä\^ 




= 




.ab 




.=Ä, 






MH 


ttyh 


sin 


.«,*,' 
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^ 




= 


Sil 


.ha 


sin 


.ba. 




sin 


h^a 


«D 


.*.«.' 




. Bio 


«8 


sip.« 


g 


= 


siu.s^ 


SID.« 


/. 



Zwei coDceutrIaclie projektiv lache ebene Strahlbüschel B, B,. 
•deren ongleichDamige Schenkel der entsurechenden rechten W'iolicl 
^-< -neinigen, hetsBen zwei involu tor isclie St rab IhÜBcb«!, 
iS ganze System ihrer entsprechenden Strulilenpanre eine lii< 
ion von Strahlen, je zwei entsprechende Strahlen zage* 
ordnete Strtihlen, die beiden mit m, n bezeichneten die Acli«ei 
r Involutinn, und die Strahlen g, A die MauptHtrablen Jet 
Solution. Drei beliebige Paare zugcnrdtieter SIralilen bildcB 
le Inrolution von sechs, zwei solche Paare mit einem Hau]>t. 
ihle eine Involution von fünf, und jedes Paar mit beiden 
luptstrahlen eine Involution von vier Strahlen »der »i(f 
irmoniBche Stralileu. 



Mit Uüirc dieser Beucnnunge 


drücken wir nun die beideiseiti- 


gen Remitate dergestalt aus: 


a) Bei zwei involutori- 


a] Bei zwei involutari- 


Bchen eeradea entsprechen 


sehen StruhlbUBclielD ent- 




sprechen sich je zweicgf^ 


Punkte in doppeltem Sinne, 


ordueteStrahiei) in dnpp«!- 


d. h^die Geraden siud in 
ÄDsebung der zugeordne- 


tem Sinne, d.h. die StraU- 


büschel sind in ADsehan; 


ten Punktenpaarc projekti- 


der zugeordneten Strablto- 


visch, wie man auch die 


paare pro jek ti viach, ifi« 


Punkte eines jeden Paares 


man auch dieStrahlen eim 


unter beideGernde verthei- 


jeden Paares unter beide 


len mag. 


Stroblbüschel verthellci 



6\ EnlBprecben licb bei 
zwei auf einander geiegtea 
projektiviscben Gerailen 



6} Entsprechen aicb bei 
ei concenlrisclien urojek- 
isehcn Strahlhüscbeli 
I einziges Paar Strahlet 
doppeltem Sinne, so liD^ 
: Strablbiischel invulute- 



ei g:]eichliegeii- 
orischen Strskl- 




von aecbi. fünf, vi« 
Irn finden nllem»! 

irischen RpUtioner 



$. 2. 
liiiod die aui einiinJer ){ele^len (icrnilen .4, Ay projekCimCli- 
äbnlicii, BD Bind beide Üurchsctinitie der PnrnilelstrafalcD uaend- 
licb-entremr (7); dulier muat man ia diesem KiiUe, um sieber m 
^elieD, die CnIsL'lieiduDg der Frage, »U snlclie Gerade involutnrisch 
' I nbliknffcij lusseD, ob sie Am andere ^^eseDtlirke 
Merhainl iDVoliitoriscJier Geraden liesitzeo, dass ndmlicli je iwei 
eotsp reell ende Fonkte sieh in doppelleoi Sinne eiits]) rechen. Fände 
nber dieses letztere z. B. in Bezog auf die Doppplp unkte ^aa,) and 
((!,«) Bliitl, Bo wäre dsa Verliüllniss der entspreche iidea Ahaehnille 
, 00:0,«, ^1, nlso die Geraden A, A, nichf überhai'pr iirojektiTiBclK 
i'fiholich, Bonüern pr«jekriT)sch-gleich. Es können «Isn nur pro- 
■Ijbktivliicli -gleiche Gerade invulutnrisch sein; nlier aneli diese iind 
f 'Cb olfenhar cur dann, wenn sie f^leiehliegead sind und je zwei ent- 
aprecheode Punkie sich decken, oder wenn sie ungleich liegend 
sind, in nelehem Falle ein Hauptpunkt in der Mitte zwischen je 
«wei zap^eordueten Punkten , der nndere aommt dem Mittelpankie 
der Involution unendlich entlernt lie^t. 

Sollen andererseits zwei projcktiviach-gteicLB iitrahlhüacht) 

S, ß, dergestalt concentriscli gelegt werden , dass die ungleick- 

nauigen Schenkel der entsprechenden rechten Winkel, deren U ll 

diesem Fnlle unzählige gieltt, sich vereinigen, so kann diei suf 

'doppelte Weise geschehen. Man denke sich beide erst in solcber 

Elahge, dass je zwei entsprechende Ntrohlea sich decken, so können 

WMIB in dieser Lage iovolmoriBcti heisseo, es ist nl>er dieses ein durck- 

t am uotrucbtbnrer Fall und kann 4aher füglich, so wie nuch det 

ülialiclie der Geraden A. A,, von der BeiruchtuDg ausgescblosstli 

werden. Denkt man sich aber Bofort den einen Stralilbiiachel B, 

so laTitfe um den gemeiosrhafriielien lUitielpuokt gedreht, bis eio 

benden Strahle » reclitninklig wird, in 

I Strahle f von B, und « mit dem ent- 



Strahl », zu dem etitsp 
vereinigt sich jt, mit ei 
ffprochendeu SInihle ', t ., 

Ben sieb je zwei Strahlen n, a, in doppeltem Siuue entspreehek 
Die StrablhUschel Bind also iuvoluiorisch, und dieser Fall ist sdtH 
deshalb, weil ibffl kein ähnlicher von Heilen der Geraden J, ^i 
entspricht', vor allen anderen ausgezeiclinet. Denkt man sich eni* 
U«h den einen Strahlbüschel B,. nachdem er die letztere Lafte eb 
halten, um den Strahl («?,) als Achse herumgeweodet, so f»IIä 
auch die Strahlen *,. t wieler oiif einander, jedoch kein änderet 
Paar entsprechender Strahlen bleibt rechtn-inklig, nod es fällt jelä 
der Strahl g-,, welcher den rechten Winkel «,«', hälftete, mit dw 
entsprechenden Strahl« g-, und der Strahl Ä,, welcher mit g Te^ 
einigt den rechten Winkel #f häiriele, mit dem entsprechenden i 
xQsnmmen, so dass also g und h rechtwinklig zu einander Biad. 
Uebrigena versteht ea sieh, dass zwei projeklivisch- gleiche StwU- 
"liichel, sahnid sie ungleichlicgcnd sind, sieb allemal in dieser If«- 



leren l.ii^e lieäuilüD iuJss<uj. iv^i 
GemilrD A. A, filt. 

a) Zwei vul eiDaii.ler 
liclie Cerudc k<>Diien niem 

<5) Zwei auf einander ge. 
legte gleiclilieftende pru- 
jekliviBi-h-Kleiche Geriuli 
kiinDcn, abue sich zu Jek. 
beo, nicht hivuluturi bcIi 
aeio. Zwei ungleiclilies^e n 
de cla^ t^i ■ ■ ■■ 



ich im äLolirliCD Kulle 






seil, und 
n H[iu|>lpunkt i 



dien je 
Beten Pankteu, und (Ter an- 
dere aammt dem Mitteliiunk- 
!tK derliivoluIiuQ unendlinli 

^^r Hiernach sind die Ausdrucke i nvolutoriscb - gleiche Gef 
^de. luvxlutiiMi der recliien Winkel, ungleithlie; 
inviilutiirisch-gleiclie Ntrnhl liüscliel xu verdrehen. 
Eodlich sielit man leicht ein, diiSB 



S'leB't 


|,r,,iekli,i.ob 


älin- 




lutorisch aein. 




«) 


Z.wei concenir 


ische 


gleich 


i.geM, prüi 


ekti- 


vi.cl, . 


gleiche SU, 
»ind Uvolulo, 


ilbtt^ 
iscbj 


wenu j 




h.n-'' 


de a, 


«kl.» .u ei. 


,d,jj 


rpclitw 


Dklii^ sind; 


•wÄ 


nngloi 


niesend, dau 


?s«< 


■iod nl 


cmiil involulo 




und .w 


ar stellen die H 


auP^V 


strablc 


11 senkrecht au 


eiilSl 


usdir 


und ein jeder 


licjS 
trau- ■ 


in der 


Mitte iwische 


len. 


ngenrdnete» S 



o ■■ 



uo^leichlicgend 
Invülutoribche Gerade )n- 
Toluturiscli - gleich sein 

nüasen, wenn ein Haupt- 
liuokt uneiidlicli-etitt'erut 



c) zwei invüluturJscbe 
StrulilbüscLet eine Involu- 
tion der rechten Winkel 
bilden, wenn irgend zwei 
■'aar zuc^eordnele StrabIeK 
zu eioiinJer rechtwinklig 

liegend i nvolu t <rriauh- 

(gleich sind.wenndie Daupt- 
triiblfn zu einander pec^t- 



nklii 



iiud 



V Noch ein tireuzfall zwiaclien gleirhliegenden und nuglelclilie- 
)iendcn inTolDtoriEclien Gebilden übeHinupt ist zu erwälinen. wel- 
cher dudurcb enlelebt, dnsa die beiden Haujitpunkte oder Uaupt- 
■Irsbleii der letiiercn mit dem >l>tiel[ii]nkta oder einer Achse der 
hvolniion sich vereinigen. In diesem Falle nämlich iat jeder be- 
liebige Punkt oder Strahl der vierfn hitrmonischo zu den beiden 
Hauptpunkten oder Hauptslruhlen und zu dcui mit den letzteren 
vereinigten Punkte oder Siralile, also alle Punkte oder Strablen 
einem einzigen zugeordnet. 



Einig 



I über 



.nintinns.jsle. 



An das Vorige schliesst sich ^uiiiir.hst 
r die zugeurdueteu Punkte oder Strahler 




le Untersuchung au 
reiche /.wei, einerlei 




262 , 

Geraden oder Punkte uDsebörif^en iDVolutionep ffemeinacliftftlich 
sind. Icli verscLiebe sie aber bis dahin, wo sich Mitlei darbieten, 
dieselbe schneller, als es hier geschehen könnte, zu erledigen. 

Denkt man sieb eine Reibe beliebiger Doppel^ebilde A, Af\ 
A^, A,\ B, B, U.B.W., d.h. welche iuinicr paarweise aufeinan- 
der liep'eu oder conccntrisch sind, und nimmt an, daes sowohl einer- 
seits A, Af, B ... als auch andererseits A,, A,, B, . 
Reihe nach projektiviscb sind, so ist ea klar, dass wenn eines die- 
iJcrDoppelg;ebilde, z.B. A,A,, involutoriscb ist, auch alle übrigen 
es sein mUsaen. I^ine solche Reibe invitlutoriscber Doppelgebilda 
lieisst ein In voluti oossfstem. Solcher Srsteme gibt es ver- 
schiedene Arten, je nachdem entweder je zwei Doppelffebilde pe^ 
spektivisch, oder theils schief theils perspektivisch, oder je iwü 
schief zu einander lieg'en. Die Betrachtuug der Systeme der ersten 
Art führt zu Conslrnktiünen einer Involution von Punkten oder 
Strahlen, welche sich ohne Kreis uusflibren lassen. Von denen der 
zweiten Art soll hier der einfachste und fruchtbarste Fall ssAti 
betrachtet werden. 

Hat man zwei beliebige' schief liegende projektiviache Strahl-, 
büschel B, Bi, wodurch also (II) ein beliebiger Kegelschnitt gi- 
geben ist, und liegt ein mit B concentriacber Slrablbüschel B^ niC 
if, perBpeklinsch, so daas also 



B{a, h, c. rf...)=ß,(o,, 

und reebnet man jetzt alle Strahlen vo 

die denselben in B^ entsprechenden dnrcu m,, c,, i?,, a, ..., nm 

die den letzteren wieder in B^ entsprechenden durcb o*,, ^',, c*,, 



I B und bezeiebut 



= Äi(o„ «,, c„ d^ ... a'„ 6\, c' 



folglich 
B{a,i,c,d...a 



= fii(rt,.i„c„rf,...«',.Ä',,c'„rf,'-). 



Denkt man sich nun zunächst nur die vier entsprechenden Strsbltn 
a a,, a„ a, gezogen und den perapekiiTischen Durchschnitt voi 
fi,, B^ durch die beiden Durchschnitte der Slrahleopaare i,, 0, 
und a,. a gegeben, so f^lll der Strahl a\ mit a zusammen, t» 
dass sich also a, 0, in duppcltem Sinne entsprechen. Bin Oleicbee 
gilt als» uuch von allen übrigen Paaren 6, £, ; c, c,; d, </,..,, 
und man ist somit zur folgenden Aussnice berechtigt, der hier so- 
gleich eine »naioge zur Seite gestellt ivird: 



1) Geht 



iihrte 



nKegelscbnilt 



li^e Viereck 
eUeuDurchs. 



ähligeVieri 



1 



deae rste reo Vierecks, lir 

Ist filier pergpeklifische Durcl<acbni[t von B,, B,, \taA sind 
a, a,; b, b, U.E.W, die jeilesmalig'i'n Gegeoecken der (links) g^e- 
dachCeo Vierecke, welche auf dem Kea^elscliuilte liegten, so schnei« 
den die Verl)iudung'sliiireD an,, hh, u. s. w. dir letzteren die Gerade 
BB, allemal in eioeai Pnnkte, welcher zu B, B, mid (teoi Durch- 
Bchnitte van BB, und/* der vierte Liirmoniselie ist. Diesor Paukt 
(p) ist aUu unveräoderlieh derselbe, und ist zugleicti zu je zwei 
Punkten a, fli uud dem zu P sehürig^eu Punkte der vierte, d^ni 
letiteren zugeordnete Iiarmaniacuc Punkt. (Nach dem bckanutenfj 
Satze über die Diagonalen des vollstäudi^cu Vierseits.) Hieraa»| 
folgt links, und auf äbnticiie Weise rechts: 




Dieser Eigeuäcliaft wegen beisst (links und rechts) die Ge- , 
raile P ><ie tiarmoniscbe Pulare vun j>, und der Punkt p der 
hirnDDniHcbe Pol von P, und man Bielit sogleich, dasa ji aus- 
•rrhalb uder inuerbalb dea Kea^elscbnitteB liegen muss, je nachdeni 
/'ibn durchacbncidct oder nicht. 

Bedenkt mau endlich, dess die Strabibüachel B, B, involuto- 
riach und durch zw<-i Paar zugeordoele Ktrablen a, a^s ^i ^^i »o 
wie der Punkt p durch zwei Sehnen aa,, bb,, beslimmt sind; dasB 
die beiden Strahlen, welche nach den Durchschnitten von P mit 
des Kegelschnitte gehen, Hauptstrab len von B, B^ seiu müsaen 
Ofld existiren oder nicht, je nnchdem P den Kegelschnitt schneidet 
r Hiebt achneidet, so t'ulgt linke, und ähnlicher Weise rechts: 





3) Di( 
Ligen e 



eil ein Ke- 
Dem belie- 
ablbÜHcljel 



rcli Gernde ver- 

rden, die zu- 

StralileD|)aare 



(ImfoDga <l 
bUDdeo t( 
geordnete, 

StrahlbÜBchei",'"'" '"Welche 
gleicbliegend oder un- 
l^lelcblieg'CDd sind, je oach- 
dcm der Mitulpunkt des er- 
steren innerhalb oder ous- 
serliiilii des KcgelsnliaitteE 
liegt, und deren Hau|itatral> 
len im letzteren Falle nacli 



dieses Mittel[inn 
KegeUcünitt dui 
dct. 



3) Die süminliiclie 



Tan- 

<liebi- 
n Ke- 



ente desselben die in- 
Ineteu l'unktenpasra 

elube gleicbliegend 



sU 



blic 



end : 



)e n.icljdcin Jeue beliebige 
Gerade den Kcgelscb nltt in 
keinem oder in zwei PudIi- 
ten Hctineidet, und d«ren 
Hauptpunkte im letzteren 
Falle auf 'den Tungeat«o 
liege u, welche von dembtr 
uioniKchen Pole dieser G^ 
roden gezogeu werdeo. 



Und umgekehrt: 



4) Bildet manum einen 
liebigeu Punkt auf dem Um- 
fang eines Kege Isch n iltei 
olution von Sirab 



le 



'^ A 



■hea 



Sebneu dieses KegeUcbnit. 
tea, welche durch die zuge 
ordneten Strahlen der In 
volutiou be 



4) Bildet man uufeinerbe- 
liebigeu Tangeote einet 
Regelsubnittes eine laVQ- 
lution von Punkten, saTie- 
gen die Durrliuitte derTus- 

feutenpaare, ' welclie von 
eil lugeiirdueteu Punkte« 
gehe«, 



nkt, 



nd de 



elb 



auf e 



ud de 



elbe 



Kegel- 

wei Punkten schneidet, je 
lachdem die Involution ans 
[leich- oder ungleicbliegen. 



rhalb 

oder ausserhalb des Kegel- 
schnittes liegt, je uacbdem 
die involutioD aus glei.ch- 
oder ungleicbliegendec 

StrablbüacbeU besieht. 



Ich übergebe mehrere intereasante Zusätze dieses letzten Sat- 
zes, und behandle auch von den hierher gehörigen Aufgaben nur 
die folgende, welche für die Thei>rie der gemciDScbuftlichen Sekan- 
ten- und Tangenlendurchschaitte von besonderer Wichtigkeil ist: 



5> IVen 



) Wenn von aweiauf eil- 
gelegten Inv-olutio- 





VcrmUteli 
durcbschi 
ruck geführt. 

tiiüd auf 



det, 



;eariiüete Punkte 
len, wciclies beide] 
chaftlick 



r beliebigen Gernileo, weli^iie beiile iDToluliou 
d die Aufgabe links auf die andere recbts z 






lulio 


die 


Pu 


kle 


', f>', 


(r«Kf 


ben 




En 1* 


unkte 


B 


auf 


die G 


nide 
nm»! 


a a 


«,i 


Eveite 


in 


de» 



i A für die ein 

a, ft,; b, b,, für die andere die Funkle a', 
verbinde mau diese Punkte mit einem b' 
dem ümfan^re des Hüliskreises beiüfrlicb t 

b. Ä,; «', «',; Ä', *',, welche der. Kreis 
Punklen a, a,; ß. ß,; a', a', ; ß\ ß-, ach 

^ HebDCD a 

sofort wieder die Gerade pp'. welche, wo 

^lich,' den Kreis in A; A-, schneide; endlicli die Strahlen BA, 

erudc .J in den gesuchteo zwei Punk- 

I oder (', -t',. • 

Der Beweis erliellt unmittelbiir iiiis A) links. Sind die beiden 

e involuturiscber Gebilde, um die es sich bandell, ungleicb- 

end, HO liegen beide Punkte p, ;>' ausaerbalb des Kreises, 

ist es in diesem Fulle mii^rlicb, dnss die Gerade pp' den Kreia 

AI schneide, und es fuls^licb keine Punkte t, t, (ceb?, und zwar 

: dieses letztere uothwrndig ein, wenn die H<iujit|)iinktc »der 

iaplstrahlen der eiuen Involuli'iu abwechselnd zu denen der an- 

ten liefen. Ist dagegen eines jener i'nare, oder sind beide Paare 

-'cbliepend, so lie^t einer der Punkte p, p' oder beide zii- 

srhalb des Krcisca. und es giebt folglich in diesen bei- 

I Pälleti notbwendig ein Paar Punkte f. t,. lu der Sjjrarl.e der 

ralfEis würde dieses Itesultut so luuten: Ein Punkten- oder 

B-a eni^nar, wc ciea im, je em von zwei ^an ^ e rn^M.^ ^ 




, ode 



che Pole und PoU 



i le 



nd Ac 
nnpun 



«. 4. 



1 der Fi 



igur, welche den Helmchttingen 
Funkte, in welchen' die Gerade 



um jetzt i 

1 Grunde 1. __, , 

1 (Ten Strahlen ». &, c.'d...; a,. &,, c„ d,.., der involulu- 

idien Sirahlbüscbel B, ß^ geacbniden wird, durch a', b'. c". b'..- 

) b't, ffi, b',..., und die Strahlen, welche den Punkt p mit die* 

I pDDkten verbinden, durch a', 6', c', tp...\ »',, li\, c\, (/,■■■> 

siebt man zunächst, daas der Punkt a' zu dem Strahle o',, a', 

I 0*, b' zn ^, u. s. f. in derselben Beziehung stehe, nla /' z 



che 
kt p gehe 



Pole 



alle: 



uf de 



bnri 



eiche 
eben Po- 




I 

I 
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eses Punktes liefen, und umgckelirt; ferner er- 
miltels B, B^, dnss sowohl die Punkte n', V, t', t>' .:.; 
:',, b', . . . eine loTolutioD von Punkten, als aucb die Strali- 
, r*, ÄT..'.^ a'^, li'„ c',, tl^f.. eiuc loTOlution von Strah- 
len bilden. 

Zwei Punkte a', a'^i wovon jeder auf der harmonischen Polare 
des anderen in Bezug auf einen KegeUcbnitt liegt, beissen zwei 
zugeordnete Lurmuniaclie Pole in Bezug auf diesen Kegel- 
schnitt, uud zwei Gerade a', a',, wovon jede durch den herinoni- 
sehen Pol der anderen in Bezug auf einen Kegelschnitt ^eht, hets- 
sen zwei zu|<:ei>rilnete harmonische Polaren in Bezug auf 
diesen Kegelschnitt. Ferner heissen drei Punkte p, o', a',, deren 
jeder der barmnuiscbe Pol der Geraden igt, wekbe die beiden an- 
deren verbindet, drei zugeordnete harmoniscbe Pole, udiI 
diese Geraden P, a\, a' drei zug:eordnete harmonische 
Polaren. 

1) Die sämmtlicheo Paare 1) Die 
zuge 
Poln 

egelsi 



I ßebilde 



He 



geod sind, je nachdem di 
Punkt innerhalb oder 
serhalb des Kegelscbn 
■ deren Hau|>tsi 



le 



Falle di 
enTanpenten sind.we 
von diesem Punkte au 
iu. Und... (wie rechts] 



aämmtlicben Paare 



I Gebilde gleich- 



die Durcbschnitti- 



2) Zw 
Kegels, 



geord 
Polen, 



r Pol a 
liegt, 



inem 


2) ZweiEc 


hi'ie- 


Kegelschni 


iden 


neu Dreieck 


har- 


Dem jeden 


drit- 


harmonisch 




die dritte V. 


chen 






P.Ur.. ge. 



9 links) 



ks haben mit e 
unkte, dcssi 
Polare dur. 
ke geht, zw 



Nach $. 1. f ist dus Rechteck am.<i,m unter den Abständen 
zweier zugeordneter barmoniscber Pole a, a, vom Mittelpunkte in 
der Involutiori, so wie das Product tngacn. tng . «,«■ der Tangen- 
ten der Winkel, welche zwei zugeordoele harmonische Polaren a, «, 
mit einer Aclise m bilden, constant, und zwar jenes, wenn die be- 
trefl'ende Gerade den Kegelschnitt schneidet, dem Uuadrale der hal- 
ben auf ihr enthaltenen ISehoe, dieses, wenn der betreffende Punht 
nasserhalb dea Kegel scIinilteB liegt, der zweiten Potenz der Taa> 
gente des halben Winkels gleich, welche die von ihm ausgehcDdoB-J 
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Fintlet diese Luge aber nicht xtatt, so' 
bne der eben so grosse Abstand derjeüi^eo 
zwei zugeordneten Ijarmoniachen Pole , welcbe gleieb weit vupi 
Mittel|iunkte m enifernt sind, und statt des TanffeuleDwinkch der 
eben so grosse Winkel eiutrelen, welchen die oeidea E:eg«D di« 
Acfase m gleicbgeneigten zugeordneten barmoDiscben Polaren ein' 
BcbliesBen, Jener Abstand soll daher eine ideale Sebne, nad 
dieser Winkel ein idealer TangentenwiDkel des Kegelschnit- 
tes heissen. 



3) Da: 



et de 



Endlich überzeugt man sich leicht, dass. 



ela 


Winkel, 
u Paare 


sehe 
D de 


uiieurd- 

r Pola. 

von 0« 

r Grösse 


nge 


tenwin- 


wae 
bet 
alb 
gel» 


oder iii- 
cbnittes 






3) 
Abs 
ger 


Das Rechteck 
tünden zweie 


unt 
r be 


rde>ft 
iebi# 


zug-corduete 


bar 
ein 
von 
avol 

der) 


lUit> 


seh 


r Pole, für 


nh 


^nkte der ' 


utio* 
cbei4 


alt, uad zwar 


dem 


Qno- 



4) die Ah 


täude 


der e 


einen Paar 






Inv 


lon zageoT 
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■ er 


har. 


ischer Pol 








OD Null bis 


in 


IJn 


endli 


der von d 


er 


Gr 


»sse 


deulen Seh 
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ins 


ndliche wa 
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en. 
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em die bei 


eft 


end 


e Ger 


en Kegelsc 


hn 


tt s 





liegt. 

Ganx ungosncht bieten sieb nuamebr folgende Fragen dar: 
1) Gibt es in der Ebene eines beliebigen " 

ter harmonischer Polo oder Polaren, welch« be: 

,den Milteliiunkt oder eine Achse gemein habend 

3) Welche Bigenscbaften haben die einzelnei 

laren oder Pole gemein, welche einem solchen 
punkte oder einer solchen Achse angebüreuf 

3} Gibt es in der Ebene eines' beliebigen 
icliDittes ungleichliegend i nvol u tiiriach-gleiche 
büschel. und in v olu torisch-gleiche Gerade, weli 
ing-eorduet en harmonischen Polaren oder Polen 





4) Gibt 
WiukekJ, dei 
iaren sind? 

1) Denkt man sicli i 
Gerade io beliebitjer Riebt 
sind ullc Gerade, welcbe di 
hnrmuniacbeD l'nlu 
fticLli 
jede derselben 



■geordnete ba 



cbe Pu- 



e eines KegelscIiniUes eioe 
leodlicbe hiiiiius<i;erückt, >o 
lannouiscben Pul geben^dje 
relcbe in den feräcbiedeueD 
dlicb- entfernt liej^n, als» muss eine 
' '~ ~ "ilBprecLenden unendlicb-r~ ' 



e E^ericliteten iiarHllelrn Geraden in den \littelpuuklea 
der iboeii imgehöri^eD luvolutinneo zu^eordDeter biirmiinischer Pole 
und insbesondere zwei purnllele Tongeuten in den Berübruag«- 
punktcti trell'eu. DcinDscb ist der barmoniscbe Pol dieser uneod- 
licb-enlfernten Geraden Miltel|junkt sämmiliclieF [ovoluiionen zugc 
urdueter barniuniscber Pule, iveli:be deu unxäbligen durcb ihn geben- 
den Geraden an|i;clji>ren, und EOiiiit uudi der ÜMiitelpuakt Bammt- 
lieber reellen uder idcaleu Sebnen des Kegetscbniltes, welche auf 
diesen Geraden liegen. Kr wird deshalb der Mitte]|iunkt des 
Kegelaclinittea ^enunnt, und zwar besitzt jeder Kegelscboitl 
nur einen solcben Punkt, weil eine Invotnlion von Punkten nitbl 
zwei Mittelpunkte eutbulten kann, ud<1 daher |[ibt es in aeiov 
Ebene auch nur eine unendlicb-entt'eru t e Gerade. 

Da die leUtere mit der Hyperbel zwei, mit der Ellipse 
keinen und mit der Parabel nur einen Punkt, aänilicb den B^ 
rüliruags|iunkt, gemein bat, so Heul der Mitlel|]unkt der erst» 
aUEserbalb, der zweiten innerhalb, der dritten unendlicb-eot- 
feriit itut dem Uinfuiiffe der Curve, 

Jede reelle oder ideale Sehne eines Kej^elscbniltes, die dureb 
seinen Itlitiet|iunkt gehl, beisEt sowobi der Richtung uls der GrliiM 
nach ein Durchmesser desselben. Die Uy|ierbel hat ulso reelli 
und ideale, die Ellipse und die Parabel nur reelle, und zwar At 
letztere lnutvr parallele Durch niesüer. Je xwei zugeordnete burma- 
niscbe Polaren, welcbe durcb den Mittelpunkt des KegelscLnitUS 
gehen. Leisscn zwei zugeordnete Durchmesser, die AcbseB 
der Inr'iluiLon dieser letzteren heiss-'n die Acbsen des Kegel- 
schnittes, uud die Hauptstrablen derselben die Asymptoten dtt 
Hyperbel. — llei dieser ist jedem idealen Durchmesser ein reell« 
zugeordnet, und unif;ekebrt. llei der Klüpse kann man den W'n- 
hcl, welchen die gegen jede Achse gleichgeneii;ten zugeordnettn 
Durchmesser bilden, und welcher der kleinste unter allen ist. den 

Betr^.chlet man irgend einen Punkt einer Achse des Kl 
Schnittes als Mittelpunkt einer Involution zugeordneter hiiri 
Polaren, so täni't der der Achse zugeordnete Strahl mit d 
ren Achse des Kegelschnittes parallel, steht also auf der erat 
senkrecht. Jede dieser beiden Achscu ist als« die gea 
schattlicbc Achse aller dieser In volutiuneu. und 
analoge Eigenschaften als der Mittelpunkt des Ke, 
Schnittes. Je zwei zugeordnete hnrinauiscbe Pule, welch« 
einer Achse des Kegelschnittes liegen, sollen zwei zugc 
Achscnpunkte, und die reellen oder idealen Tangenten winket, 
deren Scheitel sie sind, zwei zugeordnete Acbsenpunklwin- 
kal heissen. Von diesen Punkten und Winkeln ist, meines Wi<- 
I nirgends wo gebandelt wurden, ländlich heissen die 
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Hitiipipuokle der tou den zua^eordocteu AcliSPii[iiiukteii g^bilclelea 
Involution od^r, in ihrer Krinan^elun^, die beiden vom Mittelpunkt» 
des Kegeladinitiea gleich weit entfernten angeordneten Aelisen'- 
punkte ~die Ncbeilel des KegelschnitteH. Die Hy]ierbel tiUt 
xwei reelle und zwei ideale, die Kllipse zwei Paar reelle, die Ps^ ] 
rsibel Kwri reelle aber einen nncndlicl]- entfernten Scheitel. 

2) Ich übersehe mehrere längst bekannte l^ätze, welche fast | 
nur Wiederholungen der allßemeinereu 1), 3) and 4) nein wiirdeDl j 
nm nnfort einige metrische Relationen zu entwickeln, deren Inter- ] 
esse besonders dnrin besteht, dass in ihnen das Priocip der Duatl' 
tnt sich erhnit. 

Es Hei ^ der Kliflelpunkt einer Ellipse oder Hyperbel, in ein 
reeller Scheitel derselben und A die Tiingente in m, weiche mit 
der anderen Arhse parallel und dahrr auf ^/m senkrecht sein muss, 
Ea seien n, ti, zwei beliebige r.up;eordnete Durchmesser, weictre die 
.i in a, a, and zwei mit a,, a parallele Linien, ijie durch m ge- 
hfn, in a, u, schneiden. Dies voraussresettt, Br> sind sowohl a, a 
»U a,. u, zwei zugeordnete harmonische Pole, indem z.B. die hur- 
niiniscbe Polare vnn a sowohl durch m als den hurmnniscben Pol 
vuD a ((eben, also mit a, parallel sein mnss; folglich sind die 
Rechlecke /Ua.Afa. jVa, .jVa, den Quadraten der rialbcii Dureh- 
uiesserlangen er, rr, gleich. Nun ist nbpr 

/ffa: (Utt^oo, : mOi 
JWa, : It/a, ^aa, : ma. 



nod nach dem pTthngorischen Satze ist 



' ' aa, ^ ' 'at 

=:Mm' . ^^ — — zb ma . ma, . ^^ — — := vWm' dz ma . itta , , 



irn die oberen Zeichen für die Ellipse, die unteren für die Hjper- 
M selten, weji dnrt die Involution der zugeordneten. Durchmesser 
gleich liegen de, hier ungleichlicgende Gebilde enthält, also dort die 
rnnkle n, a, auf verscbiedeneu , hier auf einerlei Seile von ni lie- 
gen müssen, und zwar gehSrt hier dem idealen Durchmesser der 
grössere ma, von beiden Abschnitten in«, ma, an. 

Aber m ist der .Mittelpunkt einer Involution vnn Punkten, welche 
aat A durch den zugeordneten Durchmesser bestimmt werden; aUo 
ist das Kechteck ma.tna,, folglich auch die Summe udcr DilTerenz 
jtffl . jf/o ± Ma , . Ma, constant. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch auf folgende Weise: 
" ' \ O, O, die Endjmnkte eines beliebigen reellen Durch- 
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mesBerB, m, m, die Endpunkte einer reellen Acliae, durcli »« 
eioe TaDgente gelegt, welclic diese Achse in a, acboeide, nnd ydo 
O eine Senkrecbte 0a auf die Achse Kcfällt. deren Fusspuakt a sei; 
HUBserdem seien die Gerudea l9m, Om,, 0,m und durch .V eine 
Parallele mit Oa,, d.h. der dem 00^ zugeordnete Durcbmegiir 
gezopten, welcher von Om in (, von Ö,m in c,, von Om, int 
geHchoitlcn werde. Endlich werde die andere Achse von Om in i, 
von Om, in b, geschnitten. 

Du die Seite 00, des Dreiecks 00, m durch den harmonisch«! 
Pol der Geraden 3tc, und die !)cile mm, des Dreiecks Omm, dnrcl 
den liurmunischeD Pol der ßernden iV6 geht, so sind (nach 2) liokt) 
sunohl c, C, nU &, &, zug. hurm. Pole, also das Rechteck Mt.Mt, 
dem Quadrate des hiilben Durchmessers, der dem OO, zugeordnet 
ist, und das Rechteck Mb.JV^i dem Quadrate der hftlhen andern 
Achse gleich. Ks sei diese hullie Achse ^ H, so wie J/m = Jftli 
= .1, ternor ]U0 = .4,. 3f(.Mc,=B,'. 

Der Punkt a, ist der harmonische Pul der Senkrechten Ol, 
also Jtfa-Jtfai^Mm'^^'; uud aus deu Proportionen 



jl/b : Oa, = ;Vm, ;a,m, i 
Mc: 0a, ^il/m!a,ttn 



-Mt.,!Ui oder vVc.^C, = *,':= 
0a, '.^' 



0a:itfb,=am, : Jtfnii; 
0a: !Hh:^om : 9fm 



ff i__ JHI>.3Ib, .am .am. 



00,*= Oa' +aa,' und A/0'=^,' = Oa' + J/a'; 

am . am, =(.i — Ma) IJ + JI/a)\a,m.a,m,={JUa,—^){Ma,+J] 

— .:/' — ^a' = J)/a. 'Wa,— vWa' =Mi,'— ^'=i!/a,»— ^a.*a, 
= jl/a.ofl,. \ = JUa, .«a,. 

Demnach ist 



^.•=^.nm.am, H-jl/a' = Ä' 



-tfa.J/a, 
1 + J/a' . Ma, g'.aa, -4-.<*. Jfl 



■ OiIO, 



^.'±Ä," = 



^'('^/a^fcaa.ldb J'(J/a=fcao,i_ 
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■ □Jem bei der Ellipse, wo a zwisclieu J/ und a, fällt, tlU oberen, bei 
der Hyperbel, vo a, zwischen M uod a fällt, die unteren Zeicheu 
jl'Bcbincn siud. 



'.Ä,'=jtfa' 



= m'.Ma,'' 



l dort 

B; alao ist 
' A,.ß, = m.Ma,.^, oder ^,.B, 



= J*±nia.i 



^n. Wüi =:ß:aa,. 



Ist nbcr Z' der Inbnit des PiirallelogrammB, welches durdi die EaA- 
pDnkte zweier reellen oder idealen zuf^ordneten Durchmesser he- 
stimmt trird, so verhält sichi 

P:'iß/aa,=:J,.ß,:Ma.Wa„ also, ia Maa, ^iäfm.aa, i&t, 
P:2J.M,^B:M„ folglich P=.'iA.ß. 

Nennen wir u den von A,, ä, eingescblussenen ' 
ist 7»= 2^, .a, .8in« = 2,rf.ß, also {A, +Ä,)' = 
+ r^i£, d.h. für die Ellipae ist A,^S„ und für 



Blliuse 



für die letztere 



|' + (J, -«,)■= 2(J> + / 



(J, 



».)(-<, 



w ist fdr beid< 

'j, +A, ein Mimmum öder Maximii 
Seien andererseits a, a, zwei 
jinnkte, welche a) entweder einer vi 
idealen Aclise angehören; durch Q,, 
Fallen, seien zwei Tangenten gezogc 
Tangenten in den i^chettelD m, m, A 
Ton jenen beiden in n, Qi die andi 



ß,) = A'~ß*, 

ider Alinimnm, je nachdea' ] 



igeordn. Achseii- 
dlen, oder 6) einer 
I Punkt in beiden 
lud nufiserdeni die beiden 
äderen Achse, deren eine 
reschnitten werde. 



Die Tangente iiii, berühre den Kegelschnitt iu t und schneide 
lodere Achse in f. Man ziehe nuch die Geraden nqi, li,q,, ta, 
ifelclie auf aa, eenkrecbt stehen und dieselbe in b, 6,, a sclineiden. 
Da die harmouiscbe Polnre des Punktes n durch die Ecke a, 
des dem Kegelschnitte umschriebenen Dreiecks Oinq geht, 
(itaGh 2) rechts) die Cerndeu an, aq zwei zugeordnete harmonische 
folaren. Ist also Winkel nn,t)^«, und 'tng . iiab ■ tug. qcib, ^ 



Hg' .a, SD sind a, «, die Üälften i 


weier 


ugeordneten Achsen- 


»Dnktwinkel. 






p^Da die Punkte f, n, X, n, barn 


onisch 


Bind, so sind es auch 





272 

ilie Punkte M (d«r MiKelnunkt des KegelBchnitta), 6, a, 6,; ober 
0,6 = 0,6,, aiao aucli (^.ß/.&.a^a." - - - ■ ■ - 



= a,ß,' 



Dennach \*t 



jata^ 



n6 0,6, _ 
ab ■ ab, 1 



I 



(ng'a 

üb .a&, ::=(Oib — fla,)(a,b, + oa|)=: 



i 



""flu/, an, 



ind Ing'« ± tng'«, ^ - 



= n,itf.aa,- 


aa," 


= fln, 


a.1/ 


a,W±aAf 





Im Füll einer idealen Achse lal a,M+aM^aa,, unil 
zweier reellen ist a,if/ — a^=aii,; und da .H/a . Afn, ^demQoa- 



le dieser lialben Achse ^ iff', h 



iät tng*a±tng'o, 



aIao# 



Inga, luga, z= - 



Endticli im Falle b), Trenn' ä. a, auf der reellen Aclise ( 
Hyperbel Hegten, seien m, m, die Sclieiiel dieser Acbse, ^, Ai 
die Tiin»;enlen' in m, m,, und von dem äusseren Punkte a «m« 
zwei TriDgeutcii gezogen, welche den Kegekcbuitt io r, S hcrSi- I 
Ten und ilie ^1, A, in n, q; n,, a, Echueiden. Zieht man jelit 
'' '^ rüden a,R, a,q, an müssen aieselhen (nach 2) rechta) np 






be Polureu sein, und ehen desbalh muss a,n durch q. 
id a,q durcb n, gehen. Die Winkel noq=2a und iifl,H=20| 
'dnete Achsenpunktwinkel und man hat 




(im . am, = (9fm — mfl)(/tfm + Ma)=A'' — Jtfa' 

n,m. n,m, :=(jVn, — jWm)(jWa, + Mm) = JVa,' — i' 

= Ma,'' — 3fa. Ma, =Mg., ■ 
^AUo ist 

, , ntn-UiPii Mi,—Ma nm. n.m, 

-f"S 1 — Ma,.Ma' an, ~" A^ ' 

S' Tangenten -4, ^i werden von allen iihrigen projektiviscb 
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iclmilten, und ihr DurchscbDitt, dem die wechselaeitif^en BerühruDg'S^ 
inokte eDtsjjreclien , ist )iipr unendlicli entferot; ulsa sind m, m, 
ihre Durcbscbnitte der Paraliel strahlen, und es ist fole^lich das 
Rechteck nm.tt.tn, rodsiaDt: (Kinleit. 11, 6). Das oämTiche gilf 
■lao auch von der DiDereoz tp^'ic — tng'a,, and da, wenn a mit' 
Itf cusamm CD fallt und zur idealen Achse gerechnet wird, die Tan-i 
gente des Cotnplementes von a^~, also tag a = -j, weila,=0, 

so ist iim.n,m, oder das (Quadrat des hnllieu Segmentes, das die 
Asyraploten buI' jeder ScheiCeltangentc absclineiden, t:^ ß'^ , und 

Im Falle der Parabel int am^a,m, utao tDgaz=tnga,. 



st di 



bell. 



t^en 



r der Summe de 
Quadrate heider Achsen 
und in jeder Hyperhel is 
der Unterschied der Qua 
drnte eines beliehigen reel 
und des ihm zut;eordne 



ten 



Uu 



«cliiede der Qua 
drste der reellen und de 
idealen Achse gleich. 



«. In jeder Kllij.se ..de 
fljtierbcl verhallen sichdi 

geordneten Durchmesser 
nmpekelirt wie die Sinu 
der von ihnen eingesclilos 
lenen Winkel. 

7. In jeder KIlipse odei 
EDd|)unkte oder Richtung 

Ben Parallelogramme e 

8. In jeder Ellipse i> 
Knmne zweier zugeoi 
terUurchmesser umso 
Her, und ihr [Interschic 
«o kleiner, je kleine 
Kinkel ist, den sie 



renz der zweiten Potenz 
der Tangenten zweier z 
geordneten halben Achse 

Punktwinkel der zweiten j 
otcDz der Tangeute de# | 
eoEsprerhenden reellen ocT 
Aaymjjli.tenwuikeU glei< 



ten Achse angehören, und i 
CH ist in diesem lelztei 
Falte hei der Bllipsc deV 1 
ideale, bei der Hjperhel I 
der reelle Aclisenpu nklwiiU ] 
kel der grössere von beide 

6. In jedemKegelschnittU 1 
verhalten sich die Producta ^ 
der Tangenten je zwelet 1 
zugeordneten halben Acli'~ 
senpüuktwinket umgekehrt 
wie die Abstand e ihre rSchei> 
lel von einander. 




Hjperhel sind alle durch die 

n der zugeordneten Durch. 

hriebenen oder uroscbriebe- 

nunderund den durch die Achsen 

t die H. Die Summe zweier zd- 
Ine- geordneten Achsenpunkt- 
;rös- winket, deren Scheitel auf 
I um der idealen Achse einer Üy- 
der perbel liegen, ist um ao 
ein- grösser, und ihr Ilnter- 
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achlieaseB; daher bilden die 
idealen Asymptoten 
srÖHste Summe undeindf 
ander gleich, und die b 
den Achacp bilden die klf 



chied un 



kle 



kleiner der Abstand ibr< 
Scheitel von einander ist; 
dfkber bild>-n diejenigen, d» 
rcD äcbeitel die idealen 
Ucbnit- 



kle 



aller Durchmesi 



n<i, di< 



ndei 



e Sumnt 
gleich, 
Bellende 
weichet 



t mit dem ibmzugeord- 

Achsenpuuktwiokel, 

,er ^leicL Null ist, di« 



3) Gehen wir noch < 
vorigen Sätze (lioka) zui 
dessen zugeordneter den 
= ,Wa, und J/n,=m«: 



inmol zur Figur des ersten Beweises def 
iick; docb sei jcixt JVm ein DurclimCHer, 
Nebenwinkel von aa, hiilftet, so 'ut Mt 



Va±!Ua.m = MiAJISa ± an) 

Wiederbolt mun diese Betrocbtuog in Aoseliung der übriges 
drei,*ron », a, gebildeten Winkel, so erbält man ein dem KegcW 
schuitle umscbriebenes Recbteckj desspn Diagonalen die conitant* 
Grösse 24/a liabeu; also darl' man scliliessen: 

9. Die Scheitel aller rechten Winkel, welehe einur 
Ellipse oder Hyperbel umschrieben sind, liegen auf den 
Umfange eines mit dem Kegelsefanitte concentrischen 
Kreises, und je zwei Sehnen dieses Kreises, welche 
durch die Schenkel dieser rechten Winket bestinnl 
zweier zugeordneten Durcb- 



r Blli 



Da nun zwei inioluturiscbe Stniblbäacbel ungleich liegend iii< 
voluturisch'gleicb sind, wenn ihre Uauptstrablen rechte Wjnkd 
bilden, und da zwei iuvolulnrisclie Gerade iavolutorisch-gleicli nIb^ 
wenn einer ihrer Hauptpunkte unendlich entfernt ist, so folgt: 



10. In der Ebene einer je- 


10. Die Ellipse besitit !■ 


en Ellipse oder Hyperbel 


ihrer ganzen Kbene keine 


egeu die M i ttclpu ak te al- 


Gerade, deren zugeordnet« 


r'^ungleicbliegend involu- 


harmonische Pole iuvolutO' 


risch-gleichen Strahlbä- 


risuh-gleicbe Gerade bil' 


bei, welche von zuireord- 


den; dagegen hat in dei 
Ebene der Hyperbel jede aÜ 


elen harmoniflcben Pohl- 


n sebildet werden, aul 


Jen Asymptoten parallel« 


m Umfange eines mit dem 


Gerade, und in der Eben« 



I Achsen gebildeten 



arabel jeder Onrcä-i 
' diese £ig«Daeb&ft 
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|ei <ler gleichseitigen H^'[ierbel, welche rechtwinklige Aajrm- 
1 hat, sdiwindet der Kreis (links) in den Alitlelpunkt der 
zusammen, und bei der Piirabcl, wie aus dem Fulgenden 
ervargeljen wird, artet er in eine fieriidc aus, 

4) Wenn es einen Punkt /^((ibt, dessen Strablen. als zuge- 
rdncte Ij.irmunisclie Polaren in Bezug auf einen Ke;ielscbnitt, eini^ 
ivolution der rechten Winkel bilden, so muss derselbe, d.i eine 
ticlie lovalutiop gleicbliegende Uebilda entbült, innerhalb dei 
.egclscbnitles liegen; und er muss zu einer Achse gehören, weil 
>nst cioe mit der Acbse (larallcle Gerade nuf der ibr zugeordneten ' 
' I Polare nicht senkrecht slelien könnte. 




a) Man denke sich \ud dem frnjilicben Punkte F nach den 
eriihrun^epuukten zweier beliebigen Tangenten die Stnilcu p, ?, 
ach dem liurcbscbniile beider Tangenten den Sirulil a und'niiE- 
irdCD die dem a zugeordnele, auf ihm senkrechte hnnnunischa 
olare a, gezogen, so ^eht die UerUhrungsspbnc dieser Tnng'eo- 
!D, als hnrmoniB.'he Poihre eines auf u liegenden Punktes, durch 
en nuf «I, liegeDdcB harmonischen Pol von a, selineidet niso di» 
ier Sirublen a, ji, er,, q in vier bariaoDisc(ien Punkten, und da 
un diese Strahlen selber harmonisch sind und a zu », rechtwinklig 
it, so hälft en uie 8t rah len a, a>, die von p^a ei-ngeschloa- 
enen Winkel und Nehcnwin' ' 

b) Rs seien sofort A, A^ zwei feste, und yf, eine beliebige 
ritte Tangente, aus F seien nach ili 
' " I nach den Durchschnitten 



tnAlei , , 
fc'S trahlen 



und yf, eine beliebige 
I Berührungspunkten die 
iltcn vuu A^ mit A^ A^ 



, gezogen, 



SB. «/j±ffi. ffl,9 = 



eranderli( 
«) lnsbeson< 



aUc 



a jetzt A, A, die Tongenien in den Scbei- 
iin einer reellen .icnsej welche den Punkt /^enthalten würde -^ 
lean auf einer idealen, deren sümmiliche Punkte ausserhalb de« 
KegelBchniiles liegen, kann F nicbt sein — so ist jetzt der so ebeD 
Mit 7^7 liczcichnete Winkel =2/f, ntsu der Winkel aa, fiir eine 
beliebige dritte Tangente A^z^tt. Beschreibt man also über dem 
tsD A, A, iniercejitiplen Segmente iler ^</,, als Uurcbmesaer, einen 
Kreis, s» schneidet er. wo mi'gtich, die Aclisc in zwei Punkten, 
deren jeder ein solcher Punkt F ist. 

In der Tliat, da die barmonische Polare des Punktes P nach 
dem unendlich entfernten Uurclischnitle von A, A, gebf 
welche mit A^ ein dem Kegelschnitte umschriebenes Dreieck hÜilen, 
(» sind die rechtwinkligen I^irableo a, et,, welche F mit den bei- 
dpD anderen Ecken dieses Dreiecks verbinden, zugeordnete harmu- 
nisGbe Poliireo; und du bereits die Achse und der in -Tauf ihr 
4iikj-erhle Strahl ein anderes Paar dieser Art bilden, so miissen 
I (. 2, c.) alle Paare zugeordneter harmonischer Pulareu, 
IS* 
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irelclie durch dicscD so heslimmten PLokl F )i;eh?n , zu rionnd» 
rechtwinklig sein. 

Sind m, nii die )terührunE[g|junkte von -i, .^, nnd a, a, ihrt 
Durclischnitle mit .4,. so sind die Dreierke Fma und Fttl,a, äbn. 
lieh, also /^:m(i:=:m|a, lfm, x\nA Fm . Fm, =::tt\a .mai. tha 
ma.ma, ist cunstimt und dem Quadruie der Laiben anderen Ach» 
ffleicL, iilsri findet DIU u uuch die beiden Funkle F, F,. wenn mm 
Sei der Ellipse die eine Achse selber, bei der Hyperbel deren Ver 
la'igerungeu su tlicilt, duss jene Bedingung; erfüllt wird. Zugleich 
fniift hieraus, da«s nur Tlie srossc Achse der Kllinse eolcbe Puakle 
F,F, enthält. 

Für die Punibel findet man den Punkt F. indem mnn. wenn 
jä die vorhandene S'cbeiieltangenic ist, in a mit A^ eine Senkreeble 
errichtet, welche die Achse in F schneidet. Denn die dieser Senk- 
rechten zugcordricte harmoniscbe Pnliire für F ist mit Ax pBrallel 



^Jl 


I. d 


cb cinfücher 
s l'unkICB F 


und direkt Uhe 
mittels des ihm 


zeugt man sich ,.oD d»r 
ugeordneten AcLscupuab 


les. De 


nn setzt man in de 


Relation tng'a 


- tng'a 


, =^ den Win- 


kel «für die£lli|ise und 


«, für die Hype 


hei ^ 


,Ä. so ist beiÖg- 


lieh tan 


g'« 


A'- ~B' 


und tDg'a = — 




und für die Pnra- 


bei a = 
Achse V 
hält bie 
hinnusi 
Richtun 
Je 
sen SB 


rmi 
ufl 

mm 


= ^Ä. Also ist der Punkt f 

anden, welche grosser iils die 

zugleich eine nene Cnnstruct 

an den Kegelschnitt eine ' 

j legen. 

Punkt in derUbene eines 
tlicbe Paare zugeordnete 


allema 
andere 

■flnp;enl 

Kege 


lUit einer reellen 
ist; uud man cr- 
F, welche darauf 
e vüD gegebener 

Schnittes, dei- 
ooiscber Pols- 



cbtw 



Uklii 



1 Schein 



rahl des 



puokt des Kegelschnitt 

linie und jeder Winkel, dei 

kel nach den Durchschnitten zweip.r Tangenten A, 

beliphigen dritten geben, der zu^, ^, gehörige Zu 

ses Brennpunktes. 

er kegelscbnitt hat zwei U 

Ellipse auf der grosi^en Ac 

auf den Verlangerunge u der r 



Iher 



dessen ScbcD- 
10 it eioe'r 
akel di«- 



'."r J/, 



liegei 



und dii 
ch dem 



r halben kle 



ZugJi. 
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Durckacbnitt nut der liarmoniscLeu Polare des Brenn- 
punktes liest, ist ein recliter. 

Gellt im Pulle der Piirabel die veränderliche Taugeote ^, in 
die DDendtich entfernte Tangente über, su werden die Zug^linien 
^a, Fa, den Tnagenten ^^,1.^, parallel, eo dusa ^. oi^n, dem 
von A, A, gebildeten und zwar vnn der Parabel allgewendeten 
Winkel glcicb wird: 

J5. Die Dur ■ • ■ ~ 



gente 



abe] 



. weleb 

lat S der Durcbscbnilt di 
D ist kraft des vuri^en Satz. 
ufiirC mua also die Taiieenle 

16. Di 
erscbied 
el bilde 



auf de 



im u k I 
igenlen .4 
h nuch 3& 

Dd ^4„ BD 

ussuuoki'e aller Zuglinien, 
n -Tangenten ein, " ' 



und 
Winke 



auf der Ta 
chtcr 



nd de 

I Scheitel, 



fulgl: 

I einerlei Win- 
ilben Tangente, 



i jetzt m dor Iterübrangspunkt einer beliebigen Tangente 
eines Kegelscbnittes, und ü, b seien die Ourcbscbnrtle deraclben mit 
der Kroaten oder reellen Achse, welche die beiden Bretiii)iunkte 
F, F, enthält, und mit der Tangeule in dem einen ihrer Scheitel; 
nun ziehe die Zuglinien Fm, Fb. F.m. F,b; s.> ist (nach I2> 
sowohl S. mFb = '5B. aFb, als gß. mF,b=^^. aF,b, also bat 
man nach einem bekannten Elementiirsalze die Prii|ioriiüDcn: 

Fax ■.Fix = bmiba; /", m : /", ö = 6m : ba, 

folglich ist Fm:Fa^F,m:F,a, waraua durch Cmkehrung des 
gedachten Sotzes sieb ergieht, dus? der üß. FmF, bei der Hyper- 
bel, und sein Nebenwinkel bei der Klli['se durili die Tangente in 
m gebnlftet wird. 

17. Geben nach einemPnnktc auf dem llmfan --" 



KegeU 



Nebei 
älftt 



on beiden 

rd der voi 
Winkel du 



ihnen 
cb dii 



cbio 



elbe 



! Win- 



Pnukt< 

Sind m, II die lleriilirungs|ninkle iivcier 
eines Kegelschniftcs und r ihr Durchsclinili 
Zuglinieu Fm, Fu, Ft, F,m, F,i], F^r, und sin 
Üebige Punkte auf den Verlangerungen von tm, 
fnigende Winkelbeziehuugeu: 

mFr=iimF — srF 
tnF, t ^ umFt — itF, -, also 
0) für die Ellipse: 

raf r + xttF, V = {imF + emF, ) 
ntid eben so 

ii/'r + hF, 
Aber nacb 17. ist 
^^^^Bl tmF-i-emF, ::=2R = ä,nF-i-6,nF, 



obigen Tangenten 



(er/'-f- eiF, 
{i,nF-i-s,nF,)—{S,'cF-hS,\:F,). 
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und 


zugleicli ist 




uF-\- izF, = FvF, +2 . ixF, 




<,r/-+.,r/'. = /'r/'.-H2.<,t/'.,aUoW „« 


mFv-i-taF.v — 2/i—(FiF,+^.etF), 




t,Fc + nF,r=ii/t~(FxF,+2.e,tF,). 


i) F 


lir die Hv|iorlel ist ' 


.■ 


mFv-mr,v = {6mF-imF.)~{itF~iTF,}, 


^ 


nFr-nF,v==(e,txF-ä,xxF,)-{6,vF-4.tF,h 


aber 






erDF:=imF„ €,nF = A,nF, 


und 






6tF~- evF, = FvF, - 2 . ixF, 




e,tF—6,rF, = FtF,-'2.f.tF,i rIso kM m 


mFv-mF,,= FtF,-~-2.exF. 




nFv ~l^F,v^ FvF, —2 .8,xF,. 


') F 


ndlicü ist (nach ]2) Tür die Elli|>se 




mFt = uFr, m^.t: = iiF,r; 


u 


nd für die Hyperbel 




mFi: = 2R — nFv, mf ,r = 2/i — n/'.r} 


also 


zunächst für leide 




$vF=i,tF, 


und 


deshalb für die ElllpBe 




m^ + m/'.r = ixnFn+imF, ti = 2/t — mrn, 


flir 


ilie Hjjjcrbel 




m/'r — m/^,t=.imrn — >F,n = nirii. 


Ta 
den 


mii diese» Tangenten gleiclie Winkel. 


Sn. 


19. In der Ellipse «der «Tperbel ist bez ^licl 
nie oder Differenz der zu zwei festen ' -^agl 


IcL BRhlip!iae ilieseo $. mit der Rntwii^kelun^ einiger Ew^H 

Griisge oft die übritrcn Ki-i:eiJBcliiif(eii der hFgelsc)iTii(ie ijl>erbi^H| 
herleitet, und um dvieniwillen . wie es sclieint, Ht^rr PonteI«(^T 
Tlieorie der doppeltea IterüLrung: oeine Zufluclit riimmt. 1 
Bine iicIiebiKe Tiinftenre leriilire einep Ketietsibnitt in <; ii»J 1 
■chneide eine Hnupt-ScIieileltBogenle in a; von a sei auf die Zki- J ■>' 
Haie F<\ oder ^,<| eiue Senkrechte am, g;efätlt, di^ren FushduuI'! 
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tn,j nnd es sei m der Srbeitel 
det Trird: ho ist (oacl 13) 



Kegel 



^linillCB, von dem gerc 



en Punkt. 



und 



20. Ziebt man vüd f 
:Dte im Scheitel der ^ruasen udpr''reclIeD Achse eiaes 
effclHcboitiea die zweite Tunirente ii n dcusellien, und 
llt auf die Zuglinie, we lebe de n BcrÜbruugs|>UDkt der 
titeren mit einem UrenntiUDkie verbindet, von jenem 
inkte eine !JCDkrecbte, so liegen die Fussnunkte a|. 
r dieser Senkrecbtea auf dem llmfauge eines Kreisea, 
r jeueu Brennpunkt zum Mitte ][>unk[ and die Eutfer- 
ng deHBelbeo von jenem Scbcitel zum Hulbmeaser bot, 
■ibt es vier solche, " ' 



, paa 



Aebnlicbe Sätze gellen unter Modificationen von den beiden 
«öderen Scbeiteltangenlen, ja van vier beliebigen festen TaDgenlen. 

Es werde in der variG;en Figur die Tangente aq von der liar- 
Bontscben Polare des BreuDpunktes F ia Z f;escliuitlen; von q, a 
aeien uuf dieselbe Puliire die Henkrecliten q^, aa gefällt, deren 
Fusspuukte ^, a sind, und Z mit F verbunden, so verhält sich 

qy : dB = Zq : Zo = /'q ! Fm , , 



indem F^ uud FZ zugeordnet 

aa und FiXlf onstimt sind, so 
Hlle Punkte q constoor. Bri d< 
^H). und itn utigemeloen Falli 
Und iveon f der zugcordncie 



htirmoniscbG Polaren, also recbt- 
da nun qf :Fi\^aa: Fm,, ober 
t auch duü VerhältnisB qy:/'q für 
Pnrnbel ist aa^Fm, ulso q?' = 
e, wenn tt der Gegenscheitel von in, 
Achsenpunkt von F ist, bat man: 



aa:Fm = fm:Fm = in.Fa = {n — ^m:Fa — Fm = ttm: FF„ 
d. h. dem Verbältuiss der grossen oder reellen Achse zur Exeen- 

beliebigen 



i Verbältuiss der grnssei 
gleich. 
21. Dos Verhaltnisg dej Ahslilnd 
Punktes auf dem Umfange eines Kegel 



Qem seiner Brennpunkte und von der biirmon 
Inre des letzteren ist cunatant, und zwar in 
eilipse und Hyperbel dem der Kxccuir ici tä t z 
oder reellen Acbsc, und im Falle dcrParab 
Einheit gleich. 

Verlängert miio die mit ran Pnrallele qy über q hi 
die barnionische Polare des zweiten BrennpunkteB F, 
d«t, und ist f, der zugeordnete AcbaeR[>unkt von F,, 
telpunkt des Kegelschnittes, ~~ ''' ''' 



Falle de 



qfr-^ 
ind für die Hyperbel 




) ist für die 
r,=77, = ff,=2«f. 

, = «,=ff,=2»f, 
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aud fiir beid« 

^(| : yq = /■,(! : y, q = F/'i : mii, 
also sacli für die entere 

/> + /'. q : ?^ + ?, q = /^q + F, q : 2 jtf f = /■/■, 
und fiir die lefzlere 

/•q — /", q : yq — {r,q = f q — /", q : 2^/f = FF, 

Aber CB ist M\\\^ = MF-MU Biso ^m r (Wf = -«/" : Mm oder mnsMlfi 
= FF, :mti. Folglich ist beziislicli /•q±/',q=mn. 

32. In jeder Blli|>Be ist die Munune und iu jeder Hi- 
perliel ist der lTnterscbi<^<l der Abstände der beidcg 
Brenn|)U[ikte von einem lieliebisen l'unkie des DmfBii- 
ges beziiglicli der grusaen oder der reellen Ac Ilse gleich 

Dieser Salz ergiebt aicli übrigens aebr hiebt uucb aus den 
ITtcn Stitze. 

Verlängert mun F,n über q binnus und fällt von F of^ diu 
Tnngente in q ein« .Senkreclite. wekbe sie in a und die /V^itf 
■clineidet. so ist SJ. /'q«:= ®. fqa (17), atso Fa^^ja, und do aud 
MF^=MF,. HO ist die Gerade Mg, unriilld ^,f, also FF,:FM 
= /',f:i!/a=2:l. Und da ^,f = /".q ± Fq = mn, so ist M 
— 3im. 



23. Die Puaspuakte alh 
den Brenupunkicu uofdie 1 
Hyperbel gefalltwerdeo, li 
Kreises, dessen Durcbmeai 
Acbse des Kegelsclmittea i 



cbtei 






(Wird rortgetettl.) 



i^t^i-.i^ 



XXXI. 



lieber die TraDStbrmation der Figuren in an- 
dere derselben Gattung. 



Herrn Professor C T. Anger 

zu Dan zig. 



Die )ill|i;eineiDgte Lösatig des Problems: Figurea in andere der- 
selben GsUuDg zu transformiren, wird, wie es scheint, durcb die 
Pers|)eclive, und zwar, wo es sieb um die TransformaiioD hür|]er- 
jlcber Gebilde hnndelt. durch die Basrelief- Perspective geboten, 
jn wir werden itus sogar überzeugen, dass diese, auf gewisse 
Weise s|jecialisirt, bucIi geeignet ist, für ebene Figuren eine all- 
semeine TriiDsformation darzubieten. Wir beginnen mit einer bier- 
ber gehäri^eu Aufgiibe, welche Ncwlon im ersten Buclie der Prio* 
cipia, l.emma XXIl, vorträgt, von der sich leigen lüsst, dnss sie 
ein besonderer Fall der Perspective ist. Du eine genaue Binsicbt 
in das Wesen der Newtouacben Alelhude wiinschenswerth ist, so 
mag eine Uebersetzung jener Auflösung der folgenden Beiracbtung 



1 



1 



Figur, 



Es sei (Taf. V. Fig. 1.) irgend eine Vigur /IGI umzuwandeln, 
liebe beliebig die beiden parallelen Geraden ^O, BZ., welche 
iri^ead eiue dritte, ihrer Lage nach gegebene ^B in .4 und B 
■clioeideu, und von irgend einem Punkte G der Figur nach der 
Geraden jiB eine Gerade GD parallel mit OJ. Ferner siehe 
man von einem beliebigen in der Linie Oj4 gegebenen Punkte 
nach dem Punkte D die Gerade f/D, welche die Bl. in d trifft, 
und vom Durchschnittspunkle die Gerade do;, welche einen belie- 
bigen gegebenen Winkel mit der Geraden B£i bildet, und zu Od 
dwaelbe Verhältnias bat, wie jOG zu OB; dann wird g in der 
lenen Figur igt ein Punkt sein, welcher dem Punkte G entspricht, 
ilbe Weise werden die einzelnen Punkte der ersten Figur 
viele Punkte der neuen Figur geben. Nimmt man daher 
^ . der Punkt G mit stetiger Bewegung alle Punkte der er- 

^¥D Figur durchlaufe, so wird der Punkt g mii ebenfalls stetiger 
"^ewogung alle Punkte der neuen Figur durchlaufen, und dieselbe 
leBchreiben. Der Unleracbeiduug wegen beisse OG die erste und 
Ordinate; ^iB die erste und ad die neue Abacisiiei 
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der Pol, OD der ScIioeideBtrahl (radius absciDdena), OA der 
erste Ordinateoslrahl und 0» (durch welche das Parat ielugraom 
04Ba vollendet wird) der neue ÜrdinateDstrahl. 

Ich liehuu|jle dud, dass wenn den Puukt G eine ihrer Lage 
nach gegebene Gerade trifft, «och d«T Piinkt g durch eine ihrer 
Lage nach gegebene Gerade getroffen wird. Wenn der Punkt G 
dureb einen KegeUcliniit gelraffen wird, so üttdet daseelbe auch i* 
Punkte g- Statt. Der Kreis wird hier den Kegelschnitten lUgezäblL 
Wenn ferner den Punkt G eine Linie der dritten Ordnung iritft, 
HO ist dasselbe auch im Punkte g der Fall, und eben so bei den 
Linien der böbern Ordnungen. Die. beiden Linien, welche die 
Punkte G und g treffen, werden immer von einer und derselbeii 
Ordnung sein. Wie aich nämlich ad tu e>.iverhSlt. so verbält 
sich Oll zu OD, ds zu DG und AB zu AD, demnach ist AD 
gleich '^'^^/^ untl OG gleich 2^^. Wenn nun den Pui.kl ff 



rifft, und dal 



die Relation zwischen di 

drückt, jene Unbcstimniten AD 

aufsteigen, &a wird, indem man in dieser Gleicbi 

AD «Dd2ii*tfirZ)Cicb, 



I irgend einer Gleichung, weklie 
se AD und der Ordinate DG a\is- 
ADG cur bis zu eine 



Lii 



i Dil 





neue Absei 


imenaion 


erreichen. 


usdrückt 


Wenn ab 



I Glei 



cibt, eine neue Gleicbung entsteheD, 

sse ad und die neue Ordinate dg aar 

ulso eine Gleicbung. welche eine geTidt 

er AD und DG («der eine von bcidcD) 

lul' die zweite Dimension steigen, bo wt^ 

der neuen Gleicbung dieselbe DimennsB 

von drei und mebrern Dimensianen. IN( 

der zweiten Gleichung, und ADtii 

n immer dieselbe Anzahl von Dinwtt- 

lien, welche durch die Punkte 6 wi 



den auch ad und dg in 
erreichen. Dasselbe gilt ' 
Unbestimmten ad und dg 
DG in der ersten, errel 
sionen, weshalb auch die 
g geben, von einer und derselben Ordnung sind. 

leb beliaupte ferner, dass wenn irgend eine Gerade die kroaM 
Linie in der ersren Figur berührt, diese Gerade, auf dieselbe Weile 
mit der krummen Linie in die neue Figur übertrugen, jene krniiM 
Linie in der neuen Figur berühren wird, und umgekehrt. Wna 
nHmlieh Ewei Punkte einer krummen Linie sich gegenseitig sibert} 
nnd in der ersten Figur mit einander znEBmnieut.>nen , aa ir«fd(i 
auch dieselben Punkte, wenn sie übertragen sind, sich eintieJer 
nähern, und in der neuen Figar zusammcnfnlleo, weBlialb den 
aucb die Geraden, weiche diese Pnnkte verbinden, zugleich Tio- 

Knten der krummen Linien in beiden Figuren sein werden. Kl 
ssen sieb flir diese Behauptungen auch Beweise mehr nach get* 
metrisclier Art geben, icb will mich aber kurz ausdrücken. 

Wenn «Iso eine geradViDige Figur in eine andere umsiiwaaMi 
ist, s« reicht es hin, die Durcbscbnittspunkte der Geraden, ioftt 
welche sie gebildet wird, zu übertragen, und dieselbe in der neon 
Figur durch Gerade zu verbinden. Wenn aber eine krummliai|tt 
Figur umgewandelt werden buII, so sind die Punkte, TaH^entH 
Dnd andere gerade Linien, durch welcüe die krumme Linie fc«- 
stimmt wird, tu übertragen. Dieses Lemma dient zur AuflSMlg 
■ehr Bchwierigei' Aufgaben, indem man dadurch gegebene FigoT« 
^i* einfachere umwandelt. Denn irgend welcLi 




lammentre Berfk 




ele Gerade ntngewuiidelt, iadem man für 
il eine beliebige, tlurcli den DurcliscbpittH. 

EUDkt (1er beiileo Geriidea (ebbend« Geriide unDimint: und zwar des- 
alb, weil jenes Zusummenlreft'eD unter dieser Anniiliine iaa Uneiid- 
liclie fällt, Linien aber, welche nocb einem uneudlicb eniffirnten 
Punkte ibre Ricbtun^ buben, mit einander parallel sind. Die Anf- 
ffabe wird nlsdann in der neuen Kigur gelost, wenn «iian durch 
die unigekel)rten Opi^ralionen diese Figur in die erste umwnndelt. 

Dieses Lemma ist aucb nOtzliob bei der Aufliisunff körperlicher 
Aufgaben. So oft näoilicb zwei KegeUcboitle varkoinmen, durch 
deren Durchschnitt die Auffciibe gelost werden kann, &a läset sich 
eine vou ihnen, sie sei nun Hvjierbel oder Parabel, in eine Ellipse, 
and dflriinf diese Ellipse leicbt'in einen Kreis umwandeln. Gben so 
' e Gerade und ein Kej^elschnitl, bei Aufgaben der 
'ie, in eine Gerade und einen Kreis uiiiwiiodelti. 



I 



Diese Methode Newtan'a Tiir die Dmwandelung vnn Figuren 
in andere derselben Gattung; ist eine Anwendung der gewöhnlicbeD 
Perspective. Denkt man sieb nämlicb die ebene Figur /JOI um 
JJ als Achse gedreht, so dass ihre Ebene mit der des Pupiers 
eisen gewissen Winkel bildet, sa kommt aucb B// aus der Ebene 
des Papiers beraus und tritt in den Raum ein. Nimmt niiin nun 
die Ebene, in welcher .41 und 0// alsdann liegen, als Bildfläche 
(ProjectionsebeTie), den Punkt O über iils dtis Auge an, so ist klar, 
laRS, tta die Geraden BI und Ba mit dem Punkte in einer 
Sbeoe Uegen, die perspectivischen Prujectiunen aller Punkte der 
Seruden al in die Linie Ba fallen müssen, also z. B. ti die per- 
luectiyüche Prujectien vun O ist. Es sind aber olle Geraden wie 
GD, -welche mit Ba parallel in der Kbene des Pupiers liegen, nacfa 
irfulgter Drehung, nucli parallel mit der als Bildflacbe an^noni- 
Beiten Ebene, und iniissen daher in der perspectivischen Prujection 
iltenfalU nls parallele Gerade erscheinen, auch muss weffen Aehn- 
ichkeit der Dreieckp sich HG zu ihrer perspectivischen Projection 
Tie ßO XU tiO verhiilren. Der Winkel^ welchen die perspectivi- 
icbe Projection von GD mit tla bildet, ist endlich ulTenbar gleich 
lern Yonstanlen Winkel, um welchen GD gedreht wurde, niinilich 
{Icicli dem Winkel, welchen das GO in der Ebene des Papiers 
lind das GB im R.iiitne mit einander bilden. Denkt man sich nun 
]ie BililHacbe nm Ba gedreht, bis sie in die Ebene des Papiers 
tau, sa erhält man die Newtcin'sche Figur, mittelst welcher die 
im Ruume unzuätellenden Operatinnen in der Ebene ausgeführt wer 
den. — WuB die Eigenschaften eines perspectivischen Bildes in 
Beziehung auf die prnjicirte Figur betrifft, su lassen sich diese im 
All(ccmeincu am einfachsten erkennen, wenn man die geometrische 
Oueratiou analytisch auffasst. Bezeichnet man nämlich die recht- 
Winkligen Courdinalen eines zu prujicircnden Punktes durch of, y 
and X. die des Auges durch X, Y, Z, und nimmt man, der Ein< 
facliheit wegen, die BildHache der Ciiordinnten-Ebene der ^3 ps- 
rstlel an, so dass ihre Gleichnng y^=a wird, durch welche An- 
Dabine die malbemiilische Allgemeinheit nicht beeinträchtigt wird, 
1 x', y, %' die Cüordioateu des perspectivischen 
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Metbode Newton'» in seiner 

lelrie unter dem Artikel NewtoDL°) ., Dieser 

gab eine aebr einfacbe geometriscbe Con- 

: so eiafacheD nnalytischea Ausdruck für 
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i welchem er' zu dieser Traosformationsart der Figuren 
gekommen war, und in diesem Umstiiodc liegt vielleicht aucb der 
Urund, weshalb sie seit jener Zeit wenig bearbeitet ist; denn der 
Geist bat immer einige BedenkÜcbkeit und einigen VViderwilleD 
gegen das, was swar die augenacheinliche Gewissheit für aicb hat, 
wobei man aber Nichts ündet, wodurch das eigentliche Verhättoisi 
der Sache erklärt und durgetbaa wird. Wir haben uns sor^rältig 
bemiibt, diese Methode mit der des De La Hire zu vergleichen, 
um die Unterschiede aufzusuchen, welche sie cbaracterlsiren nod 
vielleicht der einen vi^r der andern eioeb Vorzug g;eben könnleD, 
inüein wir dadurch den Faden aufzufinden hofften, an weictieiu New- 
ton geleitet wurde; und wir haben dabei erkannt, dass seine Fi- 
guren keine andern uls die des De La Uire waren, nur in einer 
andern gegenseitigen Lage, und dass man sie auch durch die Per- 
s|ieclive erlangen kann, wenn man sie berunch in eine und dieselbo 
Ebene legt, nur in anderer Weise, als es De La Uire gethan btil. 
Diese Art ist es wahracbeiiiiicb, auf welche Newton seine Methode 
erdacht bat." Chusics deutet darauf in Note XIX. die Ableitung 
an. Wenn der berühmte Geometer iu dem Dmstande, dass New- 
ton für aeiue Transformation der Figuren keinao Beweis gegebeu 
Lut, den Grund zu finden glaubt, weshalb sie wenig bearbeitet wor- 
den sei, so erregt dies Befrcioden. Wie viele malheroatisclic Wahr 
heiten sind und werden nicht noch heute bloss als Sätze binge- 
slellt, deren Beweis dem Leser überlassen bleibt! — Nicht Wid«r- , 
wille ^egen solche Sätze stellt sich ein, sondero die^e Form lief I 
Mittheilung ist für den Leser gerade anregend, indem er genütbigl I 
wird, in das Wesen der Sache selbstsländi^ einzudringen, üngleick | 
wabracbeinlicber ist wohl der Grund einer Nichtbeachtung der 
Newton'scben Transformation der, dass diejenigen Mallieroutiket, 
weiche sich mit solchen geametrt sehen Betrachtungen beschäfliglaa 
in jenem, der muthemaliseben Pbjsik gewidmeten Werke des Hl;. J 
sterblicben Newton dergleichen nicht suchten. 

Was die Methode des De l^a Hire für die TransformatioD j 
Figuren betrifft, so werde ich zeigen, dass sie als ein g&ns 



*) Sobncke's Cehersetiang S. 132. 
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cieller Fall der Basre[ief-Pers|)ective zu betrachten ist, welche letz- 
tere in der Tliat die allgemeinate Quelle verschiedener JD der neuern 
Geometrie gcbräuclilichen .Metboden zu xein scIieJDt. Da die ge- 
nühnliche l'erspeclWe, welche in diesem Theile der Geometrie mit 
■o glürklichem lürfolge aogewsDdt wird, nur ein besonderer Tbeil 
ader vielmehr ein specieller Fall der Basrelief- Perspective ist, so 
c^bt schon daraus die grosse AllgemeiDheii dieser hervor. Ich habe 
im Jahre 1S34 eine kUine Schrift unter dem Titel: ,, Analytische 
DaraleltuDg der Bnsrelief-Perspec tive" herausgegeben, in 
welcher ich die von Breysig in seinem ,, Versuch einer Er- 
läuterung der Reliefsperspective, Magdeburg bei Keil 
1798" zur Conatruction der Uasreljefs gegebenen Kegeln in die 
analytische Spruche libertriigen und ditruuf fernere Untersuchungen 
gegründet habe. Dieses Werk von B reisig war mir längst bekannt, 
Bis ich Herrn Po nce]et's„Trait^ des proprlet^s projeciives 
des figurpB, Piiris 1822" kennen lernte. Ich überzeugte mich 
bald, dssB die Alelhude zur Construction der Basreliefs, welche der 
beriibmle Verfasser in dem Supplement jenes classischeu Werkes mit- 
theilt, mit den vno Breysig gegebenen Vorschriften, wenn gleich 
nur im Wesentlichen, votlkomraen übereinstimmt, während die 
Darstellung, wie sich erwarten lässt, verschieden ist. Ich nahm 
darauf Gelegenheit, Herrn Professor CG. J. Jacobi die Mitthei- 
lung zu machen, dass die IMeihude des Herrn Poncelei schoa 
früher von Breysig erfunden sei, und derselbe hatte die grosse 
Gete, bei seiner ersten Anwcseriheil in Paris, IS3», Herrn Pon- 
celet davon mündlich in Kenntuiss zu setzen, welcher letztere 
lipon auch im Juhre 1S32 die Priorität der Erlindung Bfeygig'i 
Ößentlirh anerkannte, indem er in seiner Abhandlung: ,, Analyse 
des triinsversales", welche im Crelleschen Juurnal, Band VIII, 
enthalten ist, S. 397 sich wörtlich wie folgt darüber ausspricht: 
„Je profilerui en m^me tems de cette occasion, pour pr^venir qu'en 
r^digeant In malierc des No. 584 et auivans du Supplement du 
uSme ouvrage, cuncernant la perspective des has-reliefa, j'igno- 
ruil complelement qu'il existäi en Allemagne, sur cet ohjct, un 
^crit tres hien f.iit'uyant pour tilre: Essai d'une th^urie de 
la perspective des reliefs, dispusec de maniere h servir 
CD m#me (ems aux peintres, pur J. A. Breysig, profeasenr 
des bcaus arts ä I'ecule rujale et provinciale de Majjdeburg, im- 
priinä duns cette m£me ville, chez Geor^; Christian Keil (aau4e IISH)." 
,,Ce petit ouvrage qui mfriterait d'ätre traduit dans notre 
langue, forme un vol. in 8vo de 134 pages, accompugnd de 
11 (ilunches, et qui conlient, sur le trace des has-reliers, des pr^ 
cc|ites qoi, pour le fund, se trouvent d'accnrd avec ceux que j'ai 
uoi mgme etablis a l'endruit cil<^. Je dois la connaissance de ce 
livre a l'amitit! du c^lebrc Docteur Jacobi de Koenigsberg, qui, 
lors de sun vnynge en France dans l'ann^e 1829, m'en toucha 
quelques mots, et daigna m'en adresser un exemptaire au commen- 
cement de l'ann^c suivante. ce dont je le prie de vouloir bicil 
agr^er ici l'expressinn de ma vive et siucere reconnoissance." 

Mit dieser Erklärung steht eine, ungefähr II Jahre spätere 

Erklärung des berühmten französischen Geumeters, welche sich im 

Compte rendu des seancea de l'academie des sciencea, vom S. Hat 

J843, S. 952 beQndet, im Widerspruche? sie lautet wörtlich so: 

^Kroyez les endroils d^jk cil^s du Supplement du Traite desj 
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pmpiifl^s projectives, notomineDt ceux qui concernent la per- 
Bpective ou priijectioo ceutrtkle des rtliefs, que iii>ub avno» 
^änFralemeDt uommee lioinolagie des ÜKures. Je sniairai cetu 
occusioD puur präsenter, uu sujet de la llieurie de la perspective 
des relicl's donoee dims ce at6me cuilroit, uue reinurque caDceraatit 
ia preteodue CDofurinitä iiui exisicrait eotre cette tL^urle et les iii^- 
tliodes priitiquea expuseea (laus la Perspective des reliefs pu- 
blice k Mag:ileboarg, ea I7ä8, par J. A. Brcystg, coofoneUä qae i« 
me suis trop einpr«BS^ de reconnuftre daoa uoe Kote ins^rce ä Is 
pave 397 du Tome VIII du Journal math^roa tique de JH. Grelle 
(l8^)2). Une IraductioQ exucte de cet ouvrage diöus , eutreprisc ä 
ma recummiiuüiitiou, pur M. Police, bous la dircctiun de H. Barüin, 
ancieo professeur aux Lcules d'uriillerie, a convuiDcu cet estlmable 
prufesseur que l'analogie des m^tliodcs n'existe absolumenl qu« 
dans le titre. J'ai d'iiulunl plus de reg^ret d'avoir commis ä mun 
pr^judice cette erreur, qu'clle o ^te depuis reproduit duoa l'Aper^u 
liiitorique sur rurigine des m^tliodea en G^mn^trie, \>a- 
bli^ par M. Chadea. lequel, je dois le reconnaitre, se trouvait, moiai 
que moi, a udme d'eo cunstutcr l'exiateDce.'* 

Wir künnen unr liediiuern, dass die Herren Pnlke und Biinlin 
niclit tief g'eaiig in die beiden Itletbodeo von Breysip;' und Pod- 
celet eingedruiigeo sind, um sieb zu überzeugen, Anas dieselben 
in der Tliut identisch sind. Die anal^^'i^che Auffiissuag der Brry 
sip;scbeo Conslraction lasst dies Iciciit genug erkenucn. Bcrr 
Poncelet bat aicb nicbt im Irrlbume bcfDudcn, als er im Jaljre 
1832 die [Tcbereinsliamung beider iUetbodcu anerkaonle. — Dl 
meine im Jukre 1834 ersebienene aual^tiache Darstellung nur in 
einer kleinen Aufluffe vorbanden war, und walirscbeinlich kein 
°;rossea Publiciiiu gefunden hat, so erlaube ich mir eine Stelle dnc- 
uus hier initzutbeircn. 

Der Raum, iu welcbem das Bild (das RaBreliet} dargestellt «er- 
den soll, ist zwar nach drei Dlmeosionen ausgcdebnt, jedocb nacb 
einer bin beBcbränkt; wir wollen ibn daher ansehen, nls zwiscben 
zwei parullelen unbegrenzten Kbenen eriihiilten. Ferner wird in- 

~ '' miin das Relief für einen bestimmten Gesicbta- 

ecblwiaklige Corirdinaten .Y, Y, Z sein mögen, 
Diejenige von jenen beiden parallelen Kbenen, 
welche deia Auge am näcbsteD liegt, wollen wir die Bildfläche, 
die andere, aus einem sich später ergehenden Grunde, die Ver- 
Bch windungsfläcbe nennen; der Kürze wegen seien diese Elie- 
nen einer Coordinaten-Kbene parallel. 

Alle in der Bildfläcbe bellndliche abzubildende Punkte erleid» 
durch die ProjecttoD keine Orlsveränderung, iudem hier Gegen slniiJ 
und Bild zusammenfnllen. 

Der Itaum in welchem das Busrelicf dargestellt werden lalt, 
ist durch die Bildflache und die VerschwInduDgsnäche bi'grenzl, 
demnach werden alle in uuendlicber Entfernuag von der Bildßäcbc 
belindlicbc Puukle in der Verscbwindungsflache ahzulillden sein; 
die Bilder aller endlich entfernten Punkte fallen in den zwiscben 
ienen beiden Ebenen entbolienen Raum. 

) baarelief-perspectiviscbe Bild liegt in der geraden Linie, 



welche da! 
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Luge I 



t dem abzubildenden Punkle 
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indet. 



] proJlT I 



cirendcn Punktes durch x, y, x, seiner husrelicf- perspectivi^cii 



Projection durch ^, ^, V, und nimmt man die Bildääcbe und die 
Teracbwindun^Bflüclie der Coonlinnten-I^bene der xx psrailel an, 
so hat man. wenn y=^a, r/ = ß respective die Gleichungen jener 
Flachen sind, für die CunrtÜDaten des |i;esuch,ten Basreliefs fnl'i 
geude Ausdriiclte: 

,_ (ß-n:n-x,,-„x 

ßff~«Y 



E-iimgel(ebrt: 






ß-f- 
-x)y- + „r 



. <>■ 



ß-v' 

endlich gross, so ergiebt eich: 



?=?, 



iLb. dos basrelief-pFrsiiccIivisnhe BIM liört in diesem Fnlle auf, ein 
sslches zu Hein, und wird mi dem ahzubildeoden Geg;en stunde 
identisch. 

Aus jenen Gleichungen linbe icli in der angefiiiirtcn Sclirift 
unter undern folgende Satie abgeleitet: 

„Die l)Bsrclief.|>er$pcctivisclien Bilder niler pnrnl- 
lelen Linien treffen in der Versch^rindungsfläclie in 

Ange mjt jener Linie narollel geiogene diu Verachwin- 
JnnKsfläche trifft." 

„Ein jedes System von f^erndeD Linien im Räume, 
welche einen f^emeinschoft liehen Durch sc linitts|i unkt 
bsben, kann ols die basrelief-perapectiviEclie Projec- 
lian eben bo vieler unter einander jiaralteler Linien 
llBiracblet werden." 

„Die Form der Gleicbung lässt ohne Weiteres erkennen: dasa 
die basrelief.pcrspectivische Projection einer Ebene 
wieder eine Ebene ist. und uherhnupt, daas die basre- 
lief- perspectiv ische Projection einer Oberfläche der 
•ten Ordnung eine OberfUcbe derselben Ordnung ist, 
Und dusH, wenn zwei Linien oder Oberflächen einander 
berühren, auch ihre biisrelief - perapecti vische Pro< 
JactioDeu einander berühren müssen." , 

. „Di« Projectionen aller parallelftn Ebenen haben ia 
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eilräge «Dr analvliBclicu Baareiief-l'erapec- 
luf die UUerfläcbeo dier zweiten Orduung verscbiedene 



VoD diesem letilen Satze babe icb sowohl io der Bno'efübi 
als in einer spätero, im Julire 1S36 erscbieneneD Nebritt, — 
den Titel: „Beilräee xar analvtiscbeu Basreiief-l' 
live" tlilirt, 
Amveodungei 

Was die gcomelriscLc Construcliaii des Biisreliefe betrißV, aua 
welcher jeoe aiialytisdren 'Ausdrücke nbgeleilet sind, so ist sie iD 
der Form vorgelragen, dass der Küustler, weklier ein sulcbes Werk 
äuazufiiljren benbsicbligeo sollte, dnzu vnltsiändige AüIcitunK er- 
bält. nämlich nnch der in der hesebreibenden Geomelrie (mitteilt 
de» sogeniinnteo Grund- und Aufrisses) üblichen Melliode. Sie 
wird aus dem Folgenden deutlich hervorgehen: 

Es sei (iTiif. V. Fig. 2.) im Grundrisste A der zu pr^icirfodc 
Punkt, O das Auge, im Aufrisse A' und O'; TQ der Rrundriu 
der UildHäcbe, 77*^deren Aufriss und VS und L^H seien dasielke 
fiir die VrrscbwindungsDäcbe. 

Dm-den Gruodriss des gcsucljlea basrelief-perspectiviscbeii Bil- 
des zu finden, zielie mun OA^ in welcher er liegeo miiss, aUdiion 
AB beliebig, OC ia\t ihr parullel, und BC, so ist der Punkt «, 
in welchem Ao und BC eiounder schneiden, der gesucblc GruDil> 
riiB. Für dtn Aufrias könnte m;in den Punkt a' , wie die Figur 
zeigt, auf dieselbe Weise heslimnicn, es ist ober einfacher, iho uua 
dem Grundrisse auf die in der hescbreiheodcn Geometrie gewökn- 
Uche Weise zu uberlrngen, da man weiss, dass er in der Linie J'ff 
viirkommen muss. Für die Praxis ist es einfacher AB senkrecht 
auf TQ zu ziehen. 

Nncli dieser Abschweifung kommen wir auf die Methode für die 
Erzeugung der Kegelschnitte in der klbene durch den Kreis zurück, 
welche De La Hire in seiner Schrift: ,,Nouveires inethode ca 
G^uni^lrie, |iour les scctions des superficies coniqusi «t 
cylindriques, 1673," und zwar im zweiten Tlieile, welcher den 
Titel führt: ,, Pianico niques", angegeben biil. tis ist mir oicU 
gelungen, dieses Werk hier am Orte aurzutreiben, obgleioh du 
grössere desselben l erfasaers, die Nectiones conicae,' 1685, iD 
zwei Exemplaren hier vorbanden ist; ich beziehe mich dabei 
die hetreHcoden Mittbeilungen von Chasles in seiner Geschi 
der neuern Geometrie. 

Man denke sieb in einer Ebene (Taf V. Fig. 3.) zwei pnral 
Gerade BS, PQ und einen Punkt O, Durch einen beliebif 
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Punkt a einer seg'eLetieD zu traunformireDdeD Curvc 
Gerade Oa UDueioe lieliebig-e Geruüe SC, welche i 
uai die JIS iu C acfaoeidel. Darauf zielie (nan CO 
mit dieser eine Parallele, welche die Ou io ^ schoeidet, sa ist ji i 
der PuDkt, welcher durcL den Punkt u gebildet wird, d.h. def^ | 
dein Punkte a io der ersten Curvc entspreclieude der neuen. Die _ 
Curven seilst io der Figur zu ziehen, scliien überflüssig. 
Hire nennt die Gerode JIS die Directrix und PQ die FiiimBlrix. ' 
(Im die Uebereiasliminung' dieser Construction mit einem f(uns 
xpeciellen Falle der Busrelief-Perspective einzusehen, überlege man, " 
dass wenn ein Kreis basrelief-iierspectiviscb gezeichnet werden soll, " 
dessen Rhene durch dua Auge geht, die busrelief' persuectivische i 
Projection desselben aucli in diesem Falle ein Kegelschnitt werden 
■liiase. Die Geraden, in welchen jene verlängerte Bhene des Krei- 
sts die beideu Ebenen, welche wir BildQäclie und Verscliwindunir*-' | 
Bicbe nennen, schneidet, sind keine andern, als die Directrix ÄS 
und die Formatrii J»«, während bei De La H 
nU gegeben, und der zu projicirende Punkt ^^ als der zu Buchend« 

Punktersclieint, wodurch im Wesentlichen nicbl 

Die analytiicLen Ausdrücke , welche ich 
„Beiträge zur analytischen Baareliefperspecfive. 1836^ ! 
lur die Aufgabe: diejenige Kugel zu finden, von w( 
eine gegebene Oberfläche der zweiten Ordnung di 
rdief-perspectivischc Projection ist, fuhren nun 
bar zur Auflösung der Aufgabe: denjenigen Kri 
fiuden, von welchem eine gegebene Linie der xv 
Ordnung die basrelief - perspectivische Projection ist, 
iDdem man nur dort eine Coordinate, das a, gleich Null zu setzen^ ^ 
liBt. Setzt man nämlich das Auge in den Anfangspunkt iler Coor-.f 
dinaten, und zieht mit der Axe der a; zwei parallele Gei , . 
denen die eine um a von jener Axe entfernt ist, und welche 
vun eiaaudcr um & ubsteben, und ist die Gleichung des gesuchten 
Kreises 



(^ 



«)■ + (!'-/»)■ 



10 handelt es sich nur um eine solche Itestimmuog der Grössen a, 
i, a, p nnd r, das« die geriebene Linie der zweiten Orduui 
IfUrelief-perspectivifichc Projection jenes Kreis 

Wenn uun erstens eine Ellipse durch die Gleichuug: 

die halbe grosse und A- die halbe kleine Axe 
findet sieb (Taf. V. Fig. ,4.) 6 = Je = UT; a = 



lel durch die Gleichung: 
'ff' = — ff'A:' 
h {Taf. V. Fig. 3.) 6=ff= UT, a= ..^. 
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trficiei miDimae <a1i quädam riä cenacqui, ot arbitrariaa (|uas 
cum fert functiuDea delcrminari nDquam liceret. Scilicet. at cott- 
nt, Integrale aequalioniii dcrivntiirum pHrtialium SD|iGrficiei itliUB — 
Cel. Monge |iriino (et quiitem duubus modia) *) nee aon a Cel. 
egendre°°) iDveDtum — urbilritriuB contiuet duHS fuiictioDes sin- 
iilarum quanlilatum (s'i via) iDdelerminnturum, qua« determinatia 
lum fieri )iotest) formis functioDum elimiauri es aysteinnte trjuni 
tegralis aequationum oportcbit, quo opiata pfovenia't relatia coor- 
nularum jt, y et x. At in eo ipso carilu rei verlkur, iit iuveaia- 
ir modus quidam dctermiDaudi fuactiones arbitrariua. Quem qui- 
!m aniea non fuUse inventuu, in couasä (ut wilii videtur) iiisne 
mt metliodi Integralis deducendi adhibilne. — Coati^t aiilii ex 
inteniia rem gerere, itit ut |joBtliaec liceat erbitrarias illaa functio- 
ie iu casu admoduui generali detcrmiuari. 

At praetcrquam quod reni in geuere, quae circa mvenieDdum 
itiori quädani viä lutegrele bocce veraatur, tractare cunatus fue- 
im, siagularia aliquot genera „superlicierum minimaruni" esuini- 
ire ad^ressus reapoasuai tuli quaesliooi, quaeuam aint in oumero 
jperficierum revotutionis earnmque, quae recta ad pla- 
tt m quüddom aarallele aiotä gencrantur, eae quil)us contlu- 
nt idioBia superiiciei minimae; quam quideia rem comparatä aequa- 
Doe illä derivotariim partiaHum superiiciei aiiuimae auccessive cum 
^nationibus superficierum modo cummemuratarum perduxi. 

Ntiper admoduni ex: epbcmeride illä „IMnatitut", eädem fere 
e re in Sacietnte illa Parisienai „Soci^t^ Pbilomatique'' (et 
lidem non aotum priori aed boc etiam ipso anno) agi cneptum 
lisse, cogaoTt. Siilicet, ut ex TCrbis infra citalia"'') apparet, 
I. Cafalnn et H. Wantzcl anä uterqne viä (alter priori altox 
Dc ipso anno) responsnm quaestioni, quaenam Bit anperficieruin 
a eenere reetä generatarum ca cui cooliugat idiOma supei« 
ciei minimae, dederant. 

ftuae oum ita sint, tempori me ut par est ccdere dusi, si ei 
pere in primia lioeis liujus proocmii citutu ea, quae problema illitd 



*) Monge, Appl. de l'Anal. a la Geoin. (Paris, lS09),_pae. 192; La- 
croii, Tmite du C»lc Diff. et du Calc. Int. 2. iilit. T. 11. pag. 027. 

") Bist, de l'Acad. Riiy. des Sciences (Paris, 1789), pag. 3]3. 

■") L'Institut, No.448{Bn. 1842). — Verba fünnalia haec sunt: „M. Ca- 
„talan conununique le resultat d'uno rechercLe qa'il vient de faire 
„aar lei lorfaces miniinuin."-... „Le r^snltaC de noq trsTail peut _ 

teur est la soule qui soit une aurface mini- 

L'Inatitut, No, *79 (an. 1843).— „11 est duniie comrannieation 

'e Mr. Waatzel siir la surface dont Vaire est «n miai- 

irtains cas particaliers. Mr. Catalan a cherehg la sur- 

„face dool t'airc est un minimum pour Ic cas oh cette surfaoe devrait 

„Stre regle«,".... „Dans Je vas traiie par Catalan on tombine 

■ „cecte fquation difTerentieile " (seil. ae(|uatLonum deriialarutn ^artja- 

PHum aoperfieiei minimae] „avec les equaliana de la droite Tarialile qua 

,«la anrface doit renfermer. On retrauve alnsi preaque i in mc diät einen E 

,,,la aurfaee bsIi^oTdale qu'il (Mr. CatuUn) a obteuue par un calcul 

iea long." .... „ Pour les surfacea dc revoladon on ooaibine l'rqu. 

^ ,. X diff. partielles de ces surfnces sTec celle de la surface en que$tian, 

„et le calcul s'ucheve sans dlfliculte." 

10° 




I 



F 
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superficiei miDtmae apectant, escerpla eatTeinque retractnta |ibiI| 
luiD atqtie tiucta prodire jam ■□ ccleliritatem liominum MatlieT 
Htudiis oruditnrum curarcm. 

Korum, quae in Bequentibua ex caiculo .Variationuin (et quiden 
noo DJai in doIuUh) citavi, demouslratiuüem — si placet — ex opere 
supra allalo ,,Calculi Variationum iDle^raltum elc." °) re- 
cogDOicere licet. 

Upsaliae, mense Jul. 1843. 



1. Uti Omnibus coDstat — p et q denutantibus parlialea ipiloi 
X ilenvatas 1'' ordiois resp. ad .ar et y (cnordiuatas lnde|ieDdeatcs| 
atque r, « et ^ derivatea 2' ordinis — acquelio, de qua quaeri* 

(H_jB')/_2;77,-t-(H_y>y = 0.,.. (I) 

Nee miauH coDütat ") aimplicissiaiUDi , quum iategrali tilius (a 
MoDge primum iaveoto) reddi liceat, formSTn esse 



(2) )j' = 9'(») + Z(*)' 

\%:=J'da VZrW 

qua ex syatemate, determinatis deinuai (f et ^, elimiaaDdi) indcin- 
laiiiatas a et 6 baljcLitur relolio ipsarum x, tr et i/. "') 

Atiamcn düq taoti reftrt fonnam utiquc EiDipHcissimain iote^rF 
lis es|ietere, quanti eaaden — st fieri possil — tali quUan rit 
coDHequi, qua arliitrurias iilas fuDctionea detcrmiaari umquain liceat 
Porsitau ea, quae EequuDlur, ad huuc finetn upta quodammod« dijii- 
dicaboatur. 

2. Logo variabilium vr et y uliae dune h et ti iodepeDdeatei 
inferaDtur, nimiruai 



(3). 



r-5,l/= 



') Paucorum, quae media anno nri( 

denda nurabsui, exeaiplanuin fbrCi 

•*) Lacroix, Traite du Calc. Diff. t 

T. 11. pag. 630. 
'") in opere „Appt. de l'Anal. ä 1 
formulä ideui exbibuit iniegrale: 



■\ bibliopulae cuidarn Lipi 
ise aliquot usque lupersuni 
du Calc. Int. 2. £dit. Pk 

G^om." (Pari*, 1809), p. 193, U 



:=/,.., 



~<f + Of' 4- (i — Äi/i', 



+/*' 
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^iSolitis ex forlBoli9*).partiale8 fonctionis % deriyatas resp. ad 
et y transformaiMli in derivatäs resp. ad « et r heic erunt: 

^ — di'^dv' 



-^y^=£-5. 



^) Quas tarnen, ut in p^omtü sint, breyiter heic attulisse juTabit« ScUicet 
positls 

äuzst/da:^Ui«fy, 

ävssf/dx + Viify, 

erit ', 

ideoque 



d% , dz , 
\ P = 

(a) . . • . 



f=Äi*'-^Tv'' 



d% d* 



Time potitia 

du' SS u^'da: -t- u'^dy^ 
duiXsu'idx-i^Uffify, 
dt/ SS t/'da: + f/ i</y, 
dVySisv\dX'-\' t/'dy ; 

erit differentiatione prioris {ß) 

'^•Äi , *^-^^ , dx „ dx ,. 

t 

i. e. — quoniam aquadoni hulc {a) convenienter 



dz «^ 

^^d^ ^d*% , dhi . f^^iÜ«. ' tl ' 
dx du^^'^ dudv^^ dx dudv^'^du* * 

consimiliqBe yatione 

^ d*%! j ^ d^% /. . '. d*% , d% , dx , ^ V 



> * • 



\. 



äu' dialv 

du* duttv 



Ituilius imposUis aequatiu illa (I) nbit in 

(^T— (1_L,2— — »-^!5--i- i^i"'^ 

^dv' du'' ' dudi/dudv~^^du' rfii= — "' 

seu brcviter 

«',■'•,-(1+2;.,?,)., +p,'<, =0 (4) 

Si Iicic Pf et ^, iplae ceseut THriabiles independeDtea, — tjuoniaM 
tiiuc Istn aequnlin formae esset cnrnitae linearis Itr-\- Sirr^Tt 

~\-Pp-{- fi^-\-Xs^ M, deDotaotibua Ä, * J# fonctiasBi 

siiliirum vuriabilium indepcDdeDtium — ; transfurmari eam RcCretiD 
aliam forniae illius 

£|+^£ + 5s| + & = S>....(5) 

(}C !S deDot. ruactiones solarum a et /¥), cujus in intesrall 

formae (iiiitac (siquldeic iDveoiri tale liccat) tuoctioDUiii arbilrarU- 
rum »Itcra R Holiim altera ß solan, earumque autem muiio alte^ 
utrain sub aigno /, contineret. *) Et quidem tuoc viä, qoan iB 
dissertatJone iofra citutä munivit Laplace, fuDctionea istas trbi- 
trariuB determinuri in cbbu admodua generali liceret. 



!rba attulisse Illiistr. Laplace sub Onem (pag. 39S) dU- 

. . :herches sur_ le Calt. Int. aus Diff. parcielfti 

(Hisl. de l'Acad. Roy. des Scieiicoi, An. 1773. Paris, 1777) sequenlii: 

„ on diiit en conclure gi'n^ralenieiit, que tnutes Us fuis que t'b- 

„t^gnile coinpletB de requ." Rr-^St-^eiti. (vid. supra) „en posaiblt 
„en termes fipis, eile est n^ceasDireinent debarrassee dn signe / pn 
„rapporC ä l'une ou b l'autre des fonclions arbilr. ^a} et ^), A 
„dans ce cns du peiit toujours obtenir cette iacefrale par la ineihodi 

„de l'art. Vit." — transfonnation» aequationis in formam ^3;+ 
9^ + etc. Cum integratione bujus spcandatii methodum in art illo Vll 

praeced. eipositam — ; „on voit ainsi aue cette melhode donne Eene- 
„ralemeDt Jes integrales coui[iletes des equationa lineaires aus diff. |>ir' 
„tielles, iorsqn'elles sont pussibles en termes Unis; ayant une fais td 
,, integrales, il ne peut rester de difßculte que dans la deterunaaliMi 
' „lies foVintions arbitraires; or la niethode de Vart. Vll a encore l'aTin- 
„tage de donner un inoyen tres siuiple pour cet objet, dans 
„Iri^s-general, et qui parait etre celui de presque tons lea — 
„physico-nialbeuiatiqiies.'' — 
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' ^^^^B 


K3. «u.e 
^Kda Cd. L 


cum ita Bint, primo transtormetur aeqa. (4), es me- . H 
eg;eDdre°), in aliam cujus variabties iadeiieudentCB H 
et f,. Scilicet est ■ 


1 


» =p,«-i- y,u— y^wrf;», 


+ v,iq,) 


j 


■'- 


= ;',«-l-7,r-«7, 


(6) 




■.ita 






"^^^H 


I 


(/w:=iurfp,-f- Wy,, 


■ 


w 




..(7) 


■ 


(ideoque cogoita erit x, si modo «• innol 
" SecuDdum locum cit. liabebilur Iranafi 






armata Laecce 


'^H 


«UD facto }, 
Hliam formoe 
l'oDeodo in j 


-4-(H-2p,7,)~J^+/'/ 


US, traoHfaroi 
No. 2 allatii 

' et j/. 


ari decet in 

(«)■ («), M- ' 


tm istam, ut nodo noDUim 
(5) et quidcm formulis sub 

ÜB 


:<M 


w, p, et q, loco », J 


■ 


a et /S loco « et 


«, 




V 


', a,, a", a',, a„ loco w', », 


, «", "-,, "„, 




pBcil. «', a, 
Latia« ß; ß 


dp,' dy, 
■.etc. denot *, -^ 


, r", «/,, »„, 




etc. 


J 


aequatio (8) 


primu abit m 






[P.- 


'o" -f. (1 +2p,7,)a'K, -hy^ 






+ Pp. 


'«'j? + (H-2;;.y.)(a'/?.+ß 


i,«+2?,'«,l 


'■iS+ ' 


+ [P, 


•r + (l+2p.y.)/S'^,+y, 


V.-l^^H- 




+ tp: 


V'+(l+2p,?,)a', + y,'a 


"<S + 


' ' '■ 

partielles, ^H 


croix, in opare cic T. 11. j). 022; canf. Legt 
DtBpr. de qaelques 4iiuatiaAs aux difr. 

l.'Clt. 


'} Vid. La 
"bNo! 


^Bl 




^B 


^ 



p.'l'' 
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sumiiB talibiis uC sallsfiiit qaalilf.rcuimjue euuililiu- 






Quibus in BFqn. (9) iidLtbilis ista comparstur loi 
ä (R) IrnnsforiDBia"}: 



*7,' ■ Jadß l-^H-4p,(),(l+.Wl + *p,(F,) ■ 
2P. 



itisüet aequatioDibus (10) sacisfaoienda buk 



()' = mß. 
p,*m»-|-(I+2p,7,)»i-f.f,' = 0, 



_ i+ap.?i±Ki-f.v,,y. _ _ (idbV^is-.*p,ff,)' 

IiUdijub aequatinnlbuR (10) fiet sacU suinendo a tt ß tales nc liac ii'ii 
qiinliisrouiiiqxe bisce: 



qiiDil (ut jam facile est probaCu) fit posiiiane illti (II). 
**) Scilicet babenlur ei (U): 



- —gl g" . _ — Pi - 

= (H-4p,^,)( '' ' '-(l-^4p,y,)i- f"" 

" -tyiVi+a^i+^p^) _ —V, '(1—3^-^1 +*y^) 



(i+*Pi?.)i.[H-^'i-MP,ff,l'' ""(H-*pi?,)Mt-^'i+^,?J' 



t 



1 ■ 



'' ^::.- . ■ :j-;'I -w: 



-a^iH-f-VriFi^^i-oi" 



' ■. » 



i. e. — quoniani seeuod. (11) \ 



V •^•» •"■"- • ..M H *>' • -, ' . (*'-■* 



I 



,l«v rf»t£^ . 2« ilw ' 2ß dw Q 

4. Et qoidem fornllpe-filiital^ integj|diB! hujus aequa- 
tionis secuDdum methodum 111. Laplace invenire licet, 
ut jam erit probandam: ,^^^ — .. ' *.^ \- 
Etenim positÄ ~ 

[13) redigitur in ' 

^HafD^ipsam w 4al^it cogtiit4, modo, «7j. r-r At.4WB|i3»exDpyifi|i|BA 
välbi^ibta^i! tcJv «r qt ^ ' tVim' l^tilratYtotis in (14); i#Ea i»Mt in lio^ 
vam haoc: 



.-;|'. ;i: . •. 



Jamqne positA 

■■'• •.i'lfa^i*' : :''.^. ' -^ uü-wjIJ ■: ' ■/•VIT«- •;.•■•''; 'i- f.i'; 

«>// tandem quaeri licebit ex Lac V ordinis a^qfUti^B^ lii^ea|i;ik: , 



^--7^fe;,. = (18) 



» • «l 1 f ' ■ I ' '^ . 



■''■ ^ = . . •■■ 4-T , / . , ■- -■ - -: •• S 



i\ 






Kx faac conclüäitnr (V^'" denot;''funcft1onäüi arbiCl^.)'' ''^' 

ff « 



^«.,,==^"t/J); .a:.-^!») V' >^ 



( . 




tarn Becundum (17) 

(20) ....(«■- /!■)«,, =^[a)+y(a-ß);rif>'V. 
[coDSt arbitr. in tp{a) inclusd], «tque secuottuin (15) (aDdem 
(21) ....(» + !!)«. = f (a) +y (" - /!)■*■"(«* 

- T^fW + 2y(« - />»• m*)i 

quod igitur ufflaeaitum est integrale aeqiwtioiiis (S) datia a et |! i 

" (U). _ _ ' 

Haie, si ptucet, Biai]iliciorem reddi licet formam iotegraado p. p. 

termiDOS aigao / affectos. Scilicet positia 







iyvwis=vm. 




(22) 




liabebLlur 




M 


(23)... 


(» + ««. 


= ,(«) + 2v(i») - ^ M»j - vmi- 



5. DetermiaatiB ia singulari qaodam problemate functionibna y 
et ^, ex aecjunlione (21) ont (23) ope aer|ualionum (6) et (7) ei- 
primi licebit ipaus w, v et x functionibus ipsarum p, et a^ (vel 
etiaai, ai ita coDveoiet, ipsarum a et ß). Tum p, et fr, (vel eti» 
a et ß) elimiuatis ex iiisce — dum Ijeri potest — relatio proveniet 
ipsarum u, v et a; ac dealque x esprimetur functioue. ipsarnai x et 
y ope aequatiouuffl (3) seu 



(24).. 



l2j, = (»_«)l/'=T 



6, Antequain -riam, qua in genere ad deferminationein fnactis^ 
Dum arbitrariarum perveniri liceat, iDdicamus; juvabit — quo accn- 
rotius de hac re quodanimudo sit disputatnm — sjatema illud finde 1 
) seu {X) y, %) deduxiase et quiJem ex fornulu i 



iutegralis (u, v, s) sei 
(23), (6), (1) et (24). 
Bat quidein 






dß dpf 
diu dß 



2(B-jS)-<d^ 
_2(=. 



_f)«ec,(ll).t(a 



(«.__(».. 



secundum (23) ^' n< 

ide concladitor integrale hocce: 



•»," » 



• . - ; ■- 



5) . . . . j er = ^ 2(sp -+-2^) + 2(cesp' -h 2/J^ - .(«'y" -fr «i* V), 



' . 1 . » 



0, secnndnm (34): 

^^{l -* 4«»)9i)''+ (l - 4iJ»)2^|, 
2yV/=i = 2(9 H- 2^) — «{«y' -+. S^lJ^O 

+i{ 1 -». 4«»)si/'+ (1 + 4/J»)2^V, 
J, i— -. (j,» + 2^) + <y -f. 2/?^. 



... 1 



icem 



De cateter* lieere; (si pl»cet)iiuic s^stemati fomam reddi sini' 

111^01(2)9 perfacili.equidem.Dego.tio patebit: . 

Nimiriiiil ^sitis^ ' . * 



'.;• . 



-25p + 2«9.' + i(l-4a»)y» = 2«, I 

habebilnk': se-=ta-\-b\ 

■']■■■■•■■ ■■■■■■ 

in po*iU8 

i 29. - 2ay' + i(l + 4o»)9,« = 2<^(«) . W^, ,, . , 
■* habebitar: y=d)(«)-|-9'(Ä); 

' J 

orro ex (26) aeqoitar' 

it differentiando (/). babe|ur, , 

^(« _± 4«i*)*.'» . doL Ä 2cb, . 






'^ 1 • 



^(1 + 4a»)y"' .da=C^'—i.<li'da, 



r -: / -i 



Uli 

H(i 



• iYi-i_4|fs^.,|||)ss.. V^^iWifv "> 



^1 unde 

Btque habebitnr 







=yrfal/irT . Vi + (&"(«) -^fdbV^-i . Vx + 



Denique systemate (36) s&Hsfieri prnpoaitac (1), facili ut(]De oe- 
gotio licet protiari. — Eteoim a\ a,, (!', /!, denotantibus pnrtial« 



praeatat 


ivuiaa reap. a 


^ ci y, lern« BjaiemuuH utiqu 


(/') 


....1""= 


.»V" + f(!'.2,f-, 
<"'.?"+l»(!,-2iC! 


at priores atubae 






= 


t(l-4a-)a> 


' + 41l-V)/«'.2?.-, 1 
'H- (1-V)C,-2V.-", ( 
+ (H-4|!.)/f.2»-, 
'+J(l+4|!')|»,.2v"l 


unde 






'+"■ 


(»' = 


l+ta- 1 


(«■-/!)•»■ 




".= ^^ 


l''=T,l»,= 


atque (A) abenot i 






Mi)'*'-K«)»=\ 


,2? = 


1 + 4«^ 


tum harum differentiatioDe adbibitiaque (*) comparantiir fl 


2r ^ -- 






2*1/:^= y. 


-la')(l+te-),--(l-»(f )(!+«>),»-■ 




2y"V 


-(a.-J.)(. + /l). 'H 


per quas aequationi (1) fieri satis, 


facillimuin est probatu. H 




»1 

< 7. 1d dctermiDotioDein functioDUm «rbitrariaruin. . 
RternineDtar istae ex eo quod traoseat superficies 

fioi.i ?=/,(*). ' ' 

CoDditiooes istas io w et v transformari licet secnndUB (^)t 



" = f(.0, 

. = f.(.), ) ..(2 7) 



nV'T häema ti>|i>) 



Patet equidem ifi'" (ß) determiDari licere ex (19), si modo cogoi- 
_|hb sit, u auperficiei quaeuam sit fuDclio ijisiua ß in aoihitn curvae 
HÄ7) nee Don te,,. 
K Prius quaeratur. i:Bt quidem 



„_ El. 



~l+Vl + ip,j, 



-i/n 



*P,9i 



BecDnduin (II) 



ds 



p, et q, denot. -— et -;— — QuaerantDr d, et o', in ambitii(27). 
' I ■ du. dv r I r 1 \ I 

QuDDism superficiei da = p,dH + ?t<Af) i>t >d ambitu 
gJ*'Zlt>(\ "j h "fi' ipsarun ;j| et ^, superliciei in ambitu al- 
tera baecce relatioi 

Tum quoDiam auperficiei ;> = — k'+t^w'^P, + y, aecuod. (3), 
^te~a erit 

f,((.)=p,+y,; ':'■"• 

«X qnibua sequitor esse id ambitu (27) 



=n«) 



Jam a et f? io ambitu exprimi licet i 
«limiDatäque v babebitur ibidem 



ope aeqnat. (11) ver 



A 



Porro w., auperficiei quoeoam sit functio ipsius ß ii 
nbitü quaeratur. — Est quidcm aec. (17) et (14) aiipferficiei 



(30)....«-,,= - 



^^^^^^^^^^^ 802 ^^^ 


^^P • ideoque «e,, in ainliitn cognita erit in (1, st mndo -^ atque — ^ ilii- 
V ' dm, innnlnirint. 


■ At ~ fncilc invcnietur cngnild moJn w in nmbitu. V.i,t m- 
H tem aecund. (6) Bu|ierlici«i 


1 » = ,,.+ ?,.■-«, I 


H , cujus membri posterinris omncs termini, quaics sunt in ambitu cur- J 
■ vae, cngaitae sunt in ß ex nntecedüntibus; sitque in ambitu ^ 


■ (31) .... „ = ^,(|J). ■ 


1 Jnn. quuniam su|,eraci«i rf« = J rf« + ^ rf/!, ot in ..»»1 




^H[^ /■',(,!)= ^FW + 'lf- 




«■luoni.»|l..u. = £^H-|'|-, 




- = «£-|''-.ü=^— '••••^ 


• 


alteri>in litiec diit relaiionem ipsarnm ^ et ^ in »mkUu; uikI'' 
Goiicludiliir J 


1 


~ et ^ in nmbitu = cngnitis funct. /?. (32) jM 


- R...U, 5^. - Estau,™ .up„fici.i "i^^S/' + ^H 


ideoque cogDita eiit ~ iu ambitu secuud. (29) et (3->J, ai moi» 
Ij: quam vero dat. (13) J 

Itaqae juni w„ in ambitu cognita est io ßi ideoque etiam cm 
atitutio fuDctionia ip-{ß}. 

Qua deiüde HubslituEä iu (20) tum |jerfectä integratiutie m 
y(a — ßyViß)''ß, pcrfucili ncgotio determinori (f(«) licebit 

S. QuibuB peractis bubebitur (modo, quem in Na. 5. indicM| 
mua) Hüpcrficierum, quarum iti puncto uno.juuque prild 
palea umbo radii curtediDis uequaica siut sigiiuque etfl 
trario, ea quae per datam curvam datäque p traDHeat^ 




') Haec quoque — ul es Calculo illo Viriaiionum innotescit — ««'^ 

i nium, quas per datiu curvam periinBlruw iluci liceat,« 

^^^^^^ perficierum ea cui minima sie Hrea intercluaa peniBtltH 




3MI ^^" 

Caetera sequuotur, ui in casu jiraecedeiitii Qll&meu, nti 
— jualum, arbilraris heic mnnnebit coDBiBns c, nisi praelerei 
editum sit puoctum rier quod Iraosire superßciem lubeal. 

Porro ex eu dctermiDBri lieel>il fiinctiones urbi- 

«itae cum super ficie xr=f{a:, y) sint 
et ^=/,(ä-,3^). 



Scilicet tuDC erit in nmbitu 

?nlin)is umbitüs, cui igilur 



/.(»,y,t) = ., ' - V, .„;„j, 

(ilenot. c const. arbitr.). — Caetera patent. i 



Jamqoe ut (corrobornndi quodj 
quibuB calculum «d liDem usque 
nnicum ofterutur exeni[ilum et a 
ples; pDslulelur ut in ambil 



nodo calculi caasä) puuconiB, ii 
ne msximiB Iricls perüuci lieett, 

t quidem (uti videlur) admnduM aia- 

perimelri sint ,. 



«=i^ 



w:i 






(*) 



p = 2Ba:,i 

(J el B c„„, 
Eliminatis a: et y liabclur definilio istii perimctri: 

5:t=l, 

p=B.{v + ^). 

EruDt igitur in auibitu ^secundun) (2S) 

' !-:■■■ Pj =Bv, 1 

I . ■ - ■ ^'B f 



,W"-" 



alque aequationes (11) dant 

.. = ——=£== = (kr.,Uer) £., 



1 — Ki-t.4J'/ 
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deoqne erit'in ambita 

D ' 

'a=^' ./J» .... {m) 

äa Dß * 

^ A*B{C-^ D •) 

rf»w AA*BC* 



dadß p ' 



Code 



atque 

/(«-/»)». ^'(/j) . dj? =_ ^ (Iflr^ -fr. 2« log /»), 

r 

(log denot. logarithm. naturalem); 
uode (20) abit in 

(««-/?>,=== y(«) - ^ (2izi2! + 2« log /J), 

ex qua jam ^(a) est determinanda. 
In ambitu est 

p 2> » 



1 
?) Quoniam ex positis 

2Cs== 1 -#- WThjITPS», 

SZfea 1 — Vi ^ JU*B* sequitur e+ /^ = 1. 
TMiiy. 30 
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atque secund. (14) 



;i-'-r-. 



(««-/J^)«.,=a.(.^-^2); 



CD 

unde "' '- \. \ 

(«J . . . . <p(«) = - 2« (1 ^ p^ log I «). 
Quae quum ita sint, integrale (2i).abit.in 

•' » * * * 

seu, räpositis JBm val6ribus'(lt) ipBarum ä ebj9, 



(;»)... f«^ = ^ 






* 

^ Ex qiio consequuntur 



i^)r\ 



A^B V<l 4-4^x71 ' 



— C—D 



'f' \v — c~D y, ' 

. ex qua novissima eliminari Wcei 4/7, ^^ ope duarum praecedentinia, 
qliae quidem dant muldplicando 

4« ^ = 4^-^i?^ -^ - .^ AA^B^ 

''^* (C — Z?)2\ «^i; — 4^*i?a "^ (1 -H4^2ir2) . UV — 4^*i?»* 

Ideoque quoniam nunc 

• '••■'■■***' 
seu repositis v^iloribus zcJv 6 et D, 

■ t • 

e — A^ — ^=^-^> 1 — ^rmti^ 



1 + 1^1+4^' 



S-<Vj^+VSr^'' 



^•. 



.1 W-S'^ -.;.■ •••;. 'v- "; ..;.' 1 ■ . 



. ' -; l 



t 
«p 
^ 






807 



y 



^ 

9 
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FW 
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«I 






f» 



Ö3 

M 



3 






I 













1 
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0> 
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5 

p 

es 
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OD 



ä t 
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e 
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OB 
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II 
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cDi quidem Hi]|i_erCciei revolulioms circa x-axim Meridiatius cal 
Cnteaaritt, cujaa verlex (punctum axi revol. iiroximmn ), in xy - 
{ilaoo iitus, üb axi disUt unitate Itmgitudinia. 

9. Üls eo laudem dcterminari licet fUDclionea illos arliitrariss, 
quod transnat superficies per cnrvain l^^^^','^,! <l»tä 



super rclatinne quädam ipsurum p et ? auperfic 



1 



Qaä quidem, ut patet, perfecta determlnatinDe responsuro erit ad 
qunestioDCm, an per dulam curvuin duci liceat superliciem quamdam 
illius g«neris, quod in aequatione (36) derivatamm I'' ordinis par- 
tialium compreheuditur, euudemqae talem cujus in puncto unoquoque 
principales ambo etc. ") 

Sciiicet loco condilinDum (27) beic pustulatur, ut per ambitm 
curvae sit ' 

*f I ll ',(*-, P, 7) = i i 

In determiniitioDcm ipsarum p, et 7, superficiei in ambitu babetor, 
ut in CBBü priori, altera haecce relatia: 

?,(!.)=?,. fW+?,. 

Et quoniam snperticiei 

bab«bitur, conjuDctä bis quidem relatione lila 

altera relatio ipsarum p,, f, et v. 

Quo facto comparabilur in genere, ul in caau priori. 

Caetera, ut in casu priori, sequuntür. 



nodo refiponsum e 



I notula Bub No. S. Ifl- 



■"a"' • 



L ' At qnaestio, quoDam ilcmuui moilu liceut arbitrurius illas fuactio- 
^es ex eo determinnri, ((uixl per datns duas curvas iraoBeat 
snpcrticieB, — quaemio (ioquam) quae fero DmDium prima in su- 
|>erficiebua tractandis, quarum natura aequatiooe derivatarum 2' or- 
(liniB partialium defmlta est, sub senaum cadere salet — bucusqne 
in medio est relicia, Nee in aequentibus res|iünGuin illi coDciliare 
cvnabimur. Scilicet per se patet, qunevis olim in gcnere mcfhoilus 
hujuBce rei exiilicandae forsan fuerit inventa, perruro tameo foro 
nt reverä usui sit ista mclhodus: et quidem eam ipsam ob cauaaam 
qood tanturo abest dt per datiia dnas curvas quascumque duci 
Jieeat Huperficiem generisjieic cuneiderati, ut mditimä sane opus sit 
icircumspection«, quo inveiiiaatur umquam duue curvae , quurum et 
laatUTae et positiuni inter ae conveniat hocce idioma. — Quae cum 
ila sint, re isld io praeseiili relictä unam vel alteram quaestionem 
»tius pateDtem roai^iaque delectaliilem propoaitaeque nobis materiei 
atime cunjuactaui io aequeatibua pagellia tractabimus. 



10. auQc 
i lales, qua 



an et qui 
I puDctu l 



Tali auperliciei (si c 



iquüquc {I 
9lat) eHt 
tcquatio (1), 



lenolanlibUB tuoc (si axU revol. aumatur s - a 
arttalea ipsiua s derivataa eas, quae aequatiooi s 
itionis circa x - ukim continguot. Quae antem < 

leoqite cunimonalret x puncli auperGciei bau 
vlo radii vectoria puucti cjusilem, In xy-plat 



■-asi); traosfurmetur Luc 


uppusitiooe aequatiu ( 




^=fO.. 


&, y = pBiD0. 


a»a 


niam x beic functiu bo 


Ilus p putelur, ideoque 




%=" 


Oä0 + ?BiQ@, 




5« = » = « 


coa@ — ;)@sin@; 



eis ) p, q, r, ä, t 
iperbcierum rero- 



pendere ab & (ai 
[|rüjccti, 



ernnt 



«)..,,, , = go..0,,= 



Tttm qnouiaui 



ü 0, ^ ^ #p cüB — rg si 



ideoque 



'=!» 


©_ 


* 

Sä 

cos 


in« _ 
0coa0- 




& 


dp 




erDDt secuud. (/]: 


ose 










d^ 


P 


' 





codomque modo babebitur 






Quibas iDi[)ositis (1) abit 
rf'a , I dx 



('+1.1=». 



. (37) 



uDdo integrale 



?^+t(l + :■)* = «; 

(f---„')f=,', 



S=±i7=5. ■•■•(») 

dcQotanle igitur const arbitr. a ipsum q puuctorum, in qulbua |i1a- 
num taDgeua auperllciti (seu tiiiea taiigcus Mcridiani ipsius) Dor- 
inale ait ad planum projectiania (s=:0); tum 

seu, quod idem valet, 



•.vr- 



) . . . , (39) 



denotantibua beic et c iu genere ^ et s puncturuia mudo com- 
memoratorum. 

Est quidcm Catenariac — y - axi liurizoDtali alque per 
punctum curvac iD&miim duclo, a: ' axi paattivo sucaiin verticale — 
uequatio uoliaaima 

^ I 



dx~ 



^1^2?, 



ideoque, [insitä origine alicubi iu Tectd (:ir=:~in) seu mululä -r 



■ I 



Sfltl 

dx \/ x^ — m* 



que 



• • • 1 

• * • 



y =z= n + iw log ( ^ ), (») 



et m deQDtaDtibns ipsas^y 'et .r poncti ordtnatae jr miBiiiiiie. ' 

Itaque collatis ex aequatiooibus (39) et {u) facUlima 4itif|iie 
3gotio perspicitur propositae quaestioni , an superficiem revolutio- 
s (circa datum axim) taleiir; cujus iu puncto uQoquoque prin- 
pales amb.9 eJtc.^ duci liceal: per data da# punctu. sea- {quod beic 
em valet) per datos duos circulos 



^.i ■ 



"\ 



%z=ih\ /n-zzzS) 



7-(:=.)(:=D 

axi revol. sumto % - axi), boc modo esse respondendum: Quo 
ucatur meri^ianiis illius, Catenariam construi oportet, 
QJDS 'consttfnttbus ^v'et c — i. e. q et % punctorum qiii 
evol. proximorum — fiat satis conditonibus 

M:c=ie -^ u log (- w) :■■•■■ 

^41)..../ f 



'. • •'. i". \ 



^ = c + a log ( j- ). 



;■..' •> 



Ittod si qnaDdo fieri tiequeat; ex ed indicatur,; niillum 
)er d'atosi Iltis .cir^nlös duci licere bujusce generis su- 
lerficiem revolutionis circa datum axim.*) 
Si ex. gr. perimetri datae forent 

., = 0x « = 1 



1. ■ t". 



e 



lequatienum (41) prior daret 



o=c+«iog(i±i::^-^)") 



i *. 



*) In doctrina illa maximorum minimorumque i^m Tbeoreina boc 
fere.modo jexprirai decet: Qu« ducatur ineridianus supprficiei 
reVoL circa datJim axim,quae in oüinibiis [nee sollt — uti anteä 
fuit pronuntiatum boc Tbeortfma — superficiebus revol.], quas per 
datas duas perimetro« (40) duci liceat, supei;fi«ieb«t mini- 
mam babeat aream bisce limitibus definitam; Catenariam 
construi oportet etc. (ut supra). Quod si quando fieri n^ 
queat; ex eo indicatur, mTnimam quam per datas perime- 
tros duci liceät superficiem non esse revolutionis circa 
datum axiju. — Seil, apponatur praeterea necesse est rese]:;yatiö in 
notula sub No. 8. expositä. — ' ,, 

**) Scilicet^ ut patet, solo signo superiori boc loco opus erit. 



unde aequatio (39) superficiei ebit i 



detenninandfi a ex 

cui com fiat aatis aasumendo a^\. conclndi licet cooditioni, to^ 
qua beic quaeritnr, satiHfieri superdcie Uli 



quod equidem esemplo endem aliter tractaado in Nr. 8. supra fl 
iDveiituiii *}. 



De cactero ex i 
priocipales amba 



ecedentiljus [tatet, i 



'*) Quam ait necessarla reserratio illa in notulis praecedentibus indioati, 
Tel es hoc Eola exem^lo (si placet) s^tis liquet. Scilieet ai auperra- 
caoea esaec; pranundan liceret ex gr, aream superticiei (w) periiuecris 



C..i)C:.p 



ruin luodo 

übet radii o, adili 

bases cylindri an 

Altera equidem e 



esse areä conveiä cylindri recti, CBJiu 
qua longitmlinein) eai recia per centra circnb- 
' la aique radius baseox r pars qua*- 

ntiuin; quod qiiidem evidenter A- 



= -="/"'*^e«l/'+0-""/"**^'p*^="l'-^«'"-?" 



{ j) minor sie priori, sufScil ■ 



r^0,3 circicer. 



que < 
ad a> 

11. Quaeratur denique, ai 
rectä od plsnum quoddi 
talee quarum in puncln unoqu 
perficiei (si exiBlat) erit 



et quaeoam siot supe 
m parallele inotä 
ique priDcipalea ambn < 

uequatio (I), 




denotantibus — si plaoam dirigeos sumotur wy plaDum — p, 
^, r, 4, t pariialea ipsius ;s dßrivatas eas, quue in uequatiuae IjuJus 
geoeriH supcrficieruiii geuerali occurrunt. ^uae autcm cum sit") 

yV — 2;;y* + ^V = 0; (42) 

crit, eliminatä t, acquatio quaeaitae superliciei isla: 

^' Ipqt — iq* — p>)f = 0, 
(positi y coDBt.) 
^pijdij — (y' — p'')'ip = 0, 
cujus equidem boinogeaese aequatioois integrale hoc eat: 

p'-i-y' = pv(y) («) ■ 

At perfecte noo est: arliitraria isla tfi. Eliminatn enim r ex (44) 
et (t) qitaesitae erit superficiei 



2/'?* H 



n (poaitä .a: coDst.) 



;)»+y» = 7.g!(a7). 



E Quae jam (43) et (44), quoniani eandein repra 
niciem, combioatae dant illi 

= ^'^' __ TM'' . 




.(44) 



vabribus ex arbitrio datis ipsis a et 
(ig), hanc esse oinntumi quas per 
i periuietros duci liceat, superficierum 
periiiietris deteraiinata, — perimetris 
reTnl. norinaü projectionum altera al- 
habitä reservaüoiiis jani plii- 

p. 440; conf. Monge 




ideoqi.», olsll* = i. 



quae tauen, riullä cxBisfente reliitiooe i|iauiuiu 
tis aliter olitineri De(|uit, oUi sit 

~ r^ cnnst. urliitr. — z^ — — 

Integ'ranilu haliebilur 



1 



;■ et y, liis ij 



w 



(^ — *)' + (? — c)" 



nt<|ue iote^raDilo, quomam 



A 



l«-i)> + (j/-e)' 



^ = »(S.) + «.A,c(T.«s = ? 



- rf^ (7 . Are (Tang= 



• («) 



qune quidem, ut .liquel, HU|ierficiem denotat freneris faeio 
rali, qui[ipe cujus aequiitionein generalem (ut cuaslat) in 
dcscribi 



Ks) + <(|(*}; 



nostra vero dat 



Ex ocqi 
bitrarias, patet 



c}TaBg(^ 
ima, quanis 



-)- 



qaattnoi 



(46) 



iperficiem geatt 

coDsiderati, quae per data quatfuor [luncta traoacat. — Öl 

breviter investigptiir natura, liaee fere nDtentnr. T 

CnrnparaÜB inier se iniersectiduibos Bu|ieriici«i ram «jrj 

(itquB piano (y=L2c). 



J- rf=». Are (Tang = S 



.(47) 



31S 

ivenitor esse % alterius, pro a; quacumque $, aequalem ipsi « 
IteriUB pro a^ = 2£ — |. Ejustlem igitur sunt oaturae liae 
Dtersectiooes at (ut ita dicain) diructtoDis reciprocae. ' 
laque ioTeato — determiDstU in proltlemate quodam siogulnH 
nnctis, per quae truns'ire lubeat superticiem — valore cDastaotium 
i,i, c, rf alquccooBtructA in ^s piano curva ÜIA Heiice *J I . t; 
urvam I t / '" p'""" {y^2c) facillimu iicgotio coastrui licc- 
lit; quo facto superficies gcnerabitur motä geoeratrlci super Itas 
mbas, ita ut assjdue aij ary plaDum parallela maueat: atque habe- 
itur superficies itia ,,Ueli9aide (pfaucbe) k plan direc- 
eur""]: quoe igitur superficierunt, rectA ad plaDUm quoddam 
arallele motä gcDerataruiti , unica est cui coatingant io puncto 
Doquot|ue priocipalcs umbu radii curvediois aequalcs signoque cod- 
'ario *"). — Observcs taadcni, si quaudo a^O, superlicieiu io 
lanum (s^d) abire. 

At — DUnine ista in omnibus superficicbus roctä ge- 
erotis (surfaces regl^es) sola est, cui in puncto unoquo- 
ue contingant acquales siffaiquc contrarit priocipales 
nbo radii curvediois^ — Mr. Catalau primus et delnde Mr. 
i'antzel (ut in proocmio ex Ephemcrida illa „l'lnstitu t" clta- 
inns) sua uterquc vifireS|ioDsuin buic quacationi dederuot: quod ut 
jt^mprimum prumulgutum faccrc iis placeat, est quod vehementer 
ptamus. 



4 



•) Vidi ei. gr. Moigno Cak. DifT. pag. 29*. 
"•) Vid. ex. gr. Moigno illil., Leroy Gi-om. 

p.,.,, ™ di„»i,i. ( t;,.) .... |J=J| 



lescript. No. 616 ecc. — 
I , seil. interse<:tione]n 




limiribiis a petimetrn nindo dictn dalia: — (debita raciune reservatio- 
ois nostrae iiiibitä). — - Deniqne superücieraDi gencriN nitno considc^rati 
aliam non esse, cui contiugat esse „supetficieiu ininiuiam," patet. 




i 



xxxni. 

lieber die Zerlegung der bestinimten IntegTBlel 

in andere von kleineren Integrations- 

intervallen. 



Herrn Doctor O. Schlömilcb 

zu Weimar. 



Eb seien a uoi l die 
8, ;■,... ;i, /i eine ßeihe 
und li liegen und von dl 
bergeliende ist, dsuD liut m 



renzeo eines beatiminien 1 
Grössen, welche Bämmtlicli zwisfl 
1 jede folgende grösser als die 1 






r 



^in der Riclitigkeit dieses sehr bekannten Satzes überzeug lui " 
icb sogleicb durcb die Bemerkung, dit£s ein bestimmtes loUg« 
na 3" 



f^/(^)d^ 



nicbts 



iclie, nelebe von den zu den Abscis« 
'ecbCwinkligen Ordinuten, dem StiiGkf 
der Curve, deren Gleichung y^/[ij 



es ist, als die F 
= ö gehörenden 
b — a der Abscissenncbse ui 
igt, begranzt wird. 

Der oben nus^espro ebene !iutz kann oft dazu benutzt werdt^ 
die Wcribe bestimmter Integrale aufzuGndeu, sobald die Hittel^ril 
sen «, ß, y . . . fi auf eine zweckmässige, der Niilur der FuDCtj' 
f{at) entsprecJicnde Weise genäblt werden. Einige sehr gefiigi 
Inlegriile dieser Art mögen dies dartbun. 



4.2. 
i folgendes Integral gegeben; 

y"V(^)Arctana^.— . 
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TbeileD. wir dps Intervall bis 6e in swei andere von bia 1 
id Ton da bis oo, so ist unser Integral aucb 

. r^^t V Arctan ar , . T^ ^i \ Arctan jr . 

1 

etzen wir im ersten Integrale a; = «, im zweiten ar = — , so än- 

Brt jenes seinen Wcrtb nicht, für dieses aber wird — = , 

nd wenn a: die Wertbe 1 und oc angenommen bat, ist x = l und 

1 1 ' 

= geworden (weil aus ^=r--- folgt « = --). Wollen wir 

ber die Gränzen 1 und tertauscben, also 1 zur oberen Gränze 
lacbieni so haben wir dem Integral das entgegengesetzte Zeichen 
i' geben, wodurch es wieder positiv wird. Es ist also: 



/:/w^=^'- 



V Arctan x 

aas 

1 



y**^/ \ Arctan % , , C^^t 1 \ Arctan % , 

lide Integrale afof der rechten Seite können jetzt wegen der glei- 
en Gränzen in eines zusammengezogen werden, und dies g^be 

\e sehr gute Reduetion, wenn noch /(—) =f{») wäre, weil man v 

in y{»)-r' aIs gemeinschaftlichen Factor der beiden Kreisbogen 

lODdern könnte/. 

1 
Der Bedingung /'(—-) =y^(x) kann aber äehr leicht ' genügt 

rden, wenn man /(s) = <jp(« + -— *) setzt, wo 9 eine beliebige 

Dction bedeutet; es ist dann durch Vereinigung der beiden In- 
rale 

/** , . 1 V Arctan a: , 

= /„ [Arctan s H- Aretea —1 »(» + — ) — • 

■ gilt aber für jedes » die Formel : 

Arctan « -|- Arctan —- = Arctafi 00=—. 

»durch verwandelt sich die obige Gleichung in die folgende, in 
elchelr wieder ^ für x gesetzt worden ist: 

r"Arctan^;9(^H.l)^'=^ir'y(ar + -!-)^....(l) 



Dnrcb ein« ^Bnx anitloge Betraclitiiug wird man nucb 
GleichuDg finden: 



weil /» + /i-=0 ist. 

Jede der beideo Gleicliungen (1) und (2) kann zur Antil 
tieetiminter Interrale von ungebbarco Werllicn dienen, die t 
wenn mau din Futicliou ip so wählt, daga sieb die Integratioi 
der rccbten Seite durch die gewiibnlicheii Mittel bewerkslell 
läBst, die zweite dudurcb, daaa msn in ilir eine nene Veränit^ 
für a; eiuftibrt. 

}, 3. 

^^(„NiiHiiit mao für ilie AnweDdupg der Forinel (1) 



wobei das Integral ein rein QlQ;cbraisc)ics für jedes rntii 
nosßibrbares ist. Z.B. für ju^l, fi = 2: 




./.-rjr:F5- ''*=¥■■■■ •^< 

Z'" a^ Arctan a: , j» ,„, 



) ergiebt sich 
wobei es ebcnfolls nicht schwer ist, den Wertb des Integral« 



nacli den gewöbnlichea Regeln zu beRtimnicn. Man ündet z. B. 
■"p'dio Fälle /i=;^ und jtt:=|: 



BenBs^Ftr I 



y 



/, -n-TiTs^'ä"' ■■■■'* 

/** Arctan^'rf.-r 3ji» ,(,;• 

für ilie ADTCendung des Tlieoremea (2) 




/;f'T^)""*'^=' 



~ einfülircü, wodurcb sicL ilic GräDzeo uiclit ändern 

oder, 'keuD wir den Factor a^ + i weg-Iasscn und /jr — /« für ^ 

indelt sicli jelzt nncli um die AusniLraDg;_dcs Integrales auf 
int recliteö Seite. Ks wird über für .-c^al/x 

lod nnter dieser Form kann man den Werlh des Integrales nacli , 
Icr bekannten Formel: 

/o (l-|-3)/Mir rip + ff) 

ruf ;i = ^^|U-4-4' leicbt bestimmen. Führt m{ 
[jleicbung (9) «in, so ergiebt sieb: 

fix, x f-^^^_ fa [rfi. + . 



EiD Faar bemerkenswerthe Epeiielle Falle ilieaer Formel Hefem 
die AnDohmen (tz=n — \ und fi^n, wobei n eine positire game 
Zatil bedeutet. Vermöge der Gleicbuogeu — 

r(OT)i=l.2. 3.. ..(« — !), 



r(«+i) 



1.3.5 (2m- 



'-v^.. 



1.2.3....tw — 1) 



welcbe für jedes gaoie positive m gelten, erliält tnan nänlicb 

...(11) 



.{a«— 1)' aa*. 



/•" Ix . x ■^^j 1.3.5 ....(aw— 1) nla 



F£r ju = erbält 



P 



i onmittelbar aus (10) 



Zn beiierkeo ist noch, dass die FormelD (10) bis (13) blooi 
positive a, welche weder ^0 nocb uDendlich sross genonan 
werden dürfen, GülUglieit besilzen. Dean die Uerleitnn^ dieut 
Integrale beruht anf der Voraussetzung, dasa die Gränzen des frü- 
her betrachteten Integrales 

/o -(mTF^) '^ 

sich nicht ändern) wenn man — für x setzt Dies wiirde aber d(i 
Fall sein, wenn a=:0, ao oder negativ genommen würde. 



ein Paar Anwenduag^en 



}. n. 

Bevor wir weiter gehen, mögen 
der Formeln (12) und (13) Platz find 

Man setze in (12) n^O. 1, 2, 3 etc., maltiplicire die entft^ 
beodeu Glieder init ß, \ß', ^' etc. und addire Alles, so ItooiBt; 

= -'"[|;+il(£)"+iJ.|(i)'+ I. 

Bevor von einer Summirung dieser Reihen die Bede sein kunii, 
' wisRCn, in welchen Fällen dieselben convergireD. Diu 
ist auf der rechten Seite der Fall, wenn der absolute Werth in 
Quotienten ^ die Einheit nicht übersteigt, oder wenn la'^ß \»'- 

In dieaem Falle ist die Summe der Keihe = Arcsio ~. Ferner 




halten wir für jedi 
•la Quadrat 



uadj 



^*>»2aJr, weil u*—^itiuc-i-x 
eine poiitive Grüsse sfj^ muss. Da 



lü n 
bao die Bediagüng 'ia^ß gefunden hnbc^ bo ist um 
so mehr a' + a7' > ßa;, folglich ^ ^ - '*^ — eio äcbler Bruch, für je- 

dea tielichigen Wprth vun ^. lo dicsein Fülle conver^irt die Reihe 
noter dem liitejrrulieicben für alle WprHie, welche x ionerbalb 
des Inlervalles bis oo uoDeliroen kann, uod hat lur Suiame den 
Ausdruck 







■l' + :i' 


•..• + .c'-,j:- 




FÖLn 
(U) 


n wir d 
in, BO e 

./■3 


ese SuDime nphst der 
rgiebt sich: 


vorbergelienden 


D die Gleichun 




'S^ISS''- 


= 2jr/«.ArcsiDA 


2b >j*. 


Setie 


»Wim 


ch iß Ur ß, wo DU 


a^ß sein miias, ao ist auch 


/ 


3'^ 


■^-ipi^ + lp'' — 


Jjr/a.Arctani-, « 


>^. (15) 



Gin alinliches Resultat ergiebt sich aus Formel (13) aaf folgende 
Weise. Man nehme u vcriinderlicb ^», nultiiilicirt; beiderseits 
mit 2u da und inte^rire ziviscbeD deu GrnnzeD » = £, u^a. 



/'''ittduf' — ~ ,Ix=:ii r^ lud». (16) 

Bier hana inao aof der Hiiken Seite die Orduuns der lutegi 
umkehreu uad zuerst uacb u iaiegriren, wodurch iqud erba 



/■"toi. /■*4^= ri.vd^.i^ 

rechten Heile von (10) ist 

jluilu = uh, — w = /(«") — «, 



folglich 



/■' lud 

\usd rücke 

f'^la:.l'y^'^,da, = ic(a-b-)-\-i^t^. (17) 



Führen wir diese Ausdrücke in die Gleichung; (16) ein, ao erscheint 
«las Resultat; 



^^^M 
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■ 


B Die Grössen m uod & Bind nur \o so weit beliebig, als sie 
■ =0, 00 nook negativ genommen werden dürfen. Den» a 
waren die Wänzwertbe für m, d. b. für dpB frnliere a; dalicr 
die Determinutionen für a auch für a und 6. 


weder 
und £ 
gelten 




«. 5. 




Die Zerlegung ein 
neren InterTnlfen ist 
.1er Form 


es bestimmten Integrals in andere von 
ucb mit grossem Vortbeil auf loiegrn 


klei. 


(iQwenabar. Mon denk 
endlich hoiics Vielfiicli 
gral in eine unendlich 


e sieb nämlich die obere Gränze als eiu üb- 
von n, und zerlege d>-mgemäs3 das Inl*- 
Reibe anderer, welche aämmllich nach den 


Intervall ■!■ furtscb reiten. Es wird dann, /(ain .r, cns a:) kurz mit | 


/■(a:) bezeichnet. 


f>f~ . 




-/l^"^f-f> 




,(18) 


Ein Paar auf einander 
gemeinen Index r wUr 


folgende Glieder dieser Keihe mit den 
en scia: 


all- 


. ' (r-I-H 


ywf „„i/^"'/,^)!.. 




In ersten setze man x 
■ den dieselben 


^rrr — », im zweiten .a: =rn + *, ho 


wet- 


1 ./:-^ 


•'i^. A'^("+')^=- 




H Will man im erslea di 

■ bat man demselben das 
^B durch wird es wieder i 

■ die gemeiDBchafllicbo F 


ser Integrale die Gränzen rertauscben 
e(.lgegengesetzte Vorzeichen au geben 
ositiv und stellt sieb mit dem zweiten 


jDter 



Wenden wir diese Transformation auf die Gleichung (IS) an, inätm 
nir r der Reibe nach ^1, 2, 3, u.s, vr. nehmen und im ersten Int» 



i 
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grale s fiir ai seUen , sn erhalten sämmlliche Integrale auf der 
recliten Seile die gleicliea Gräazcn bia ~ und können daher in 
ein einziges zugamniengciogen werden, nämlich in das folgende; 



: /"[CM + /('■- ') ^ /("-l-'l 



=/:i 






(19) 



■l*.,' 



Ks kommt jelzt nuf <lic liesoodere Beschaffe dIj ei t der Funktion 
y(^] HD, wenn die unter item liilc^ralEeichep einjtekliimmerte Reihe 
BUDimirbur sein soll. Dush hierbei die Funktion inuner nach ziem- 
lich allgemeiu bleiben kann, wird mnn Bogleicb sehen. 



#■6. 

Man Debme erstlich _/T(ä-) = sin iir.fpC^in'ir, co&'ar), wobei g> 
eine neue beliebige Funktion bedeutet. IIa dieselbe nur die Qua- 
drate von sin. Und cos. enthält, so ändert sie ihren Werth nicht, 
wenn mnn n — s, ;r + a, 23i-|-a u. b.w. fiir ^ setit. Uie Zeichen- 
folge in der Reihe (lÖ) tm^t jetzt bloss noch von a\o x ab, und 
da dieser positiv vun () bis n, Def!;ativ von ir bis Zti und ho ob- 
Wfchselnd ist, so wird das erste Paar Glieder jener Reibe poslliv, 
das xweile Paar negativ, und sn paarweia weiter. Wir haben 
daher 

=fl[~+ -irr^--^-^—-^ Isinai9(8in'», cos'«)rfs. 

Die Summe der eingeklammerten Reihe ist aber nacb einem be- 
|id|itDnten i^atze ^ -: — , folglich wird 

I 



/.■' 



..,(.in^ 



,-,.)1^ 



= /^y(8in*3. COS'«)//». (20) 



Da das Integral auf der rechten Seite viel einfacher als jenes j 
~ii der linken ist, so wird es leicht sein, die Funktion if so zu w: 
)hlen, dass man deu VVerth des Integrales rechts angeben kann. 
^, Eb sei s. B. 



y{sin'a:, co8'.r) = (si; 
} ist die rechte Seile 



ir)'".(cos'ir)", 



/■■■" 



sin*"a .coa*"3<Ä;. 



'Ä 



n n = x gfclit dieses Integral in dns fnl^ndf^ iibert' 



f\a?«<{\ - 



und dieses verwandelt sieb für x'^'=^y in 

dessen Werlb sieb nacb der beknooten For 
J\JV-^{\-yy,-^dy=\ 

iher 






Für gaoze positive »» uud » erhalt i 

^0 a: 



D liierai 



(21) 



■ 3.S-.(2*B — l).1.3.5....(S>i-l) 
2.4.6 (2mi+2«) 



r> 



lel uirbrauclib» 



^' ,— 2.1.., ...(3,„) -T 



(H) 
Man erliill 



Mao durf die Formel (31) aucb für gebrncbene 
sobald die Nenner dieser Uriicbe un^ernde Zablc 
im Gegeiitleil z.B. « = |-', «=|^, so würde 



y(sin'. 



x):^ 






sein, und diese Funktion lint im AlFgemeinen nicbt melir die Eigen- 
scboft, ibren Wertb zu bebiilteu, wenn muu f-;r±» für x seul, 
wie dies »ur Aufstellung des Tbeorenies (20J nötliifr wnr. 

Ein anderes bemerke nswertlies Deisgiicl tür die AnweuduDf- -*" 

es (20) liefert die Annnlime: 
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Auf der rechten Seite steLt dann das Integral 



2. 

2 dz 



r 

«/ lH-2Xrcos2asH-X?* ' 
welches fiir x = -^ in das folgende übergeht: 



^t/oT 



dx 



• 2Xr cos o: -f- ^* ' 
dessen Werth nach der bekannten Formel 

T = ,> Arctan . /, V ^ a^b 

+ ifrcosa? V/«a— A» V/äTTZ« 

gefunden werden kann. Für j edes be liebig e k ist hier 1 -f- k* 

>2^, folglich «>Ä, ferner V/««— ^« = l/l— 2/?»+/?*, wofür 
man 1 — ^* oder Xr* — 1 setzen wird, jenachdem k -< oder^l ist. 
Wir erhalten zuletzt 

y^ - sin X dx ^n^ \ ,«.. 

l-f-2X?cos2a7-+-X;» • a: 2*1— A:* ^ ' 

wobei das obere Zeichen für den Fall k'^\ und das untere für 
den Fall k>\ gilt. ^ 

§. 7. 

In dem allgemeinen Tbeorem (19) nehmen wir jetzt 

f[ai) = tan a: . y(sin*ar, cos*^).. 
t 

Die Zeichenfolge in der dortigen Reihe richtet sich jettt nach 
der tan., und da diese in jedem Quadranten ihr Vorzeichen wech- 
selt, so ergiebt sich: 

ytan OS . a>(sin'^, cos*^) — 
^^ ' X 



n 



pie Summe der einireklammerten Reihe ist aber =cotx = — ^, 

' ^ tans 

folglich haben wir: 
J tan or . sp(8in'^, co^'^a:)— :=z fq>{Än^%y cofi!*%)d», (25) 

Vergleichen wir dies mit dem früher gewonnenen Resultate (20), 
80 ergiebt sich: 

. ■ - . ." . » . . . 

JUa ä? ; 9)(sin*ar, co8*a?) — ==/ sin x . <jp(8in»a;, eos'or) — (Ä) 




» 



BO daBB man also io den GleichuDgea des vorigen Parsi^rapLen, nline 
sie SU Btüren, den Faktor lau x für bid ;r EuLstituiren darf. Z. B. 
aua (22): 

/•^in^l^.coB^-■^^ = '■^•'>^;^^f"-''^'■^ ■»•■•"''~'^^■(a^) ] 

«/ x 2.4.6 (2/H-f-2ft) 2 ' ' i 

EbcDBO fulp;t aas 

t/ :c 2 

auch 

/;^,te=l (28) 

uud aua dem Inleg;ral (34): 

y i-hateos2jr + *' ■ j; — 2'!—*'' *■ ' 



II 



Während wir bUher id der allgemeinen Rcduktionsformel fSr/ 
die Funktion tf einmal mit dem Faktor s\w3:, das andere Mal nit 
dem Faktor tau x uultiplieirt gesetzt hiiheD, könuca wir auch 

;^(sin ^, coB ^) =^ y(Bin'^, cob'^) ""«1 = f~ ¥(sin'vr,co»'*) 

nehmen. Die Zeichenfolgen in der Reihe (19) sind dann die ni» 
lieben nie in den Beispielen der Paragru|ihen 5. und 6.; man er- 
hält leicht 



y'"* ^sin'jT, coh'^ dx /•2cf.(siii's, cos*«) . 
Unx ' X Ja uvi'x 

oder, weil — — ^ -^^ 1 ist, 

/ cota^. ip(sin»a:, cos'.a7) — 



t/o 



it«i8|iiele ündeo. 



-(fif — J 9i(sin'x, cos'a) d%\ 

jnd (31) wird man eben 
: sieb für das Theorem (! 



■ (31) 
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#. ö. 

Ein anderes bemerkenswerthes Bei8{iiel für die Anwendung der 
Gleichung (19) liefert die Annahme: 

1. — tan X 
Man findet nämlich 

/(*) =/(jr + a) =/(27r + ») =/(3jr -t- *), 

mithin 

tan 07x2^^ 



y'**„lH-Jan£v 
M — tan j;' 



n 



t/ « 71 — as 7I+» 271 — % 1 — tan«' 
oder, weil die Snmme. der eingeklammerten Reihe = ist, 



tanx 

n 



••-„1H-Jan*j,*r_ /-•* l+jan« ^ (32) 
«/ 1 — tanar ar «^ o 1 — tan»' tan % 

Setzt man in dem Integrale rechts tan « = fi , also % = Arctan f#, 
so wird d» z=z - — ?-^, und wenn ;s = 0, äs = -^ geworden ist, hat 
u die Werthe und oo angenommen. Also: 



n 



/*» ./ !-♦- tan x.a dx /*% l + » p </k /33\ 

./o U—taua;' tan« ^t/o 4 — f*^ u(\ + ««*)' 

Wollen wir jetzt den Lo^rithraus in eine Reihe verwandeln, so 
müssen wir dieselhe so einrichten, dass sie für alle Werthe von 
flf = his f» z= 00 convergirt. Dies geschieht leicht durch die Be* 
merkung, dass 

2i» 






1 — 



W 






2tf 



ist Denn die vorstehcmde Reihe convergirt immer, wenn ^, 
ein ächter Bruch^ d. h. l + «»^>^ ist» was aber fiir jedes belle- 
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bige u stattfindet. SubstituireD wir diese Reihe in das Integral (33) 
und integriren jedes einzelne Glied» so ergiebt sich: 



t/ 1 — u 



du 



2^ /^* du 2* r"^ u^du 2* r* u*du '' ^ ' 

1^0 (1 -I- ««*)»"*" 3«/ (1-1-«»)*"*" 5/0 (!-!-«»)•"*""• 

Ein allgemeines Glied dieser Reihe wäre, abg^ehen vom Coef- , 
fizienten, 

(1 + a«»)2«-W 
welches für u = V^. in das folgende übergeht : 



1 /** Jsw-H-Iflfe 
Vo (l-|-»)2«+a' 

dessen Wertb sich nach der in §. "2. angeführten Formel von deo 
GammafbnktioneniaiQ^eben lässt. . Derselbe ist nämlich für/if =3»+^, 

1.3.5....(2ii--l) ^^^ 1.3.5....(2ifH-l) ^y« 

;^* /\2i»-|-2) ^* 1.2.3 (2n-f-f) ^ 

n 1.3. 5. . . . ( 2ji — 1) 

22«+2 • 2.4.6. ...(21») • 

Für I» = hat man unmittelbar 



r(i)r(|)_, V^n.jVn _ n 
r(2) ""^- 1 —2»' 



Substituireu wir diese Werthe für i» = 0, 1, 2, 3 . . . in die Glei- 
chung (34), so ergiebt sich 

/^""j/ lH-^ Y^ du _^ ., , , , . 1.3 , . 1,3.5 , . , 



71 



folglich vermöge der Gleichungen (33) und (32): 

i- V + tan^ jte^^ (35) 

t/ ^1 — tan a:' ar 2 ^ ' 

Nimmt man ähnlich 



1 — sm X 



indet sich 



XXXIV. 

Geometriscber Lehrsatz. 



Herrn L. Mossbrugger, 

Lebrer der Mathematik aD der Kantonsscbule lu Aarau. 



In üem Dreieck BAC (Taf. IV. Fig. 6.) halbireo die 
Li nie D BE ud<I CD die Wiokcl ABC yxaA^ACB^ überdies 
tat BE=Cn; Dan soll beweiseu, Anan AB ^ JC, olio 
das Dreieck :&.:/C srleichsc henk lieh ist'). 

Setzen wir AB = c, AC=h, BC=a, BC=p, BE=^f, 
SU ist Dach eiaem hekaonteD geomelrj scheu Satse: 

P — (a+c)- 

^ — (^Ij^Ji ■ 

Weil nnch der VorauBselzuDg; ß^y, bo ist, weoD wir e — £ Mit x 
beieichnea, a-i-(c — &)^a'+-x, a — (c — ^)=<i — je, c^i-t-*| 
o+c=«-4-i+aT, und Jäher: 

(a+Ä+a:)' (a-i-A)" 

woians wir die Gleichung' 

erb alten. 

Dieser Gleicbung wird Genüge geleistet 
a) wenn : a; = 0, oder e — i^O; 

iet. Aus o) Tolgt (; = £, was zu beweisen war. Aus ii) fölgti 
dass aucb 

*) Der Herr Verfasser des -vorliegenden Aufsatzes schreibt mir bei i» 
■en Uebersenilung, dass ihm der obige Lehrsatz von Herrn Prof. Steiner 
zu Berlin, als derselbe ihn auf seiner letzten Schweizerreise besuchte, wil 
der Bemerkung inilgetheiti worden sei, dass der Beweis dieses LehraatiH, 
ungeachtet dessen scheinbarer Geringrügigkeit, doch njit einigen Schwierig- 
keiten verbunden sei. Herrn Professor Steiner sei aber der Lehrsati v" 
ren -von Herrn Prof. Lehinus in Berlin -vorgelegt worden. 
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Siotl ^ unJ .r" die Wurzeln dieser Gleichuna;, so ist aucli e 
fiedaclioDen: 

t^ = -(»H-*) (2) 
^ = - '--"f-"" ....w 
folgt aliu aus (2) nach den obigen AuDalimeD, ilasB 
c — i = — {«+i) oder c^ — «. . . . (4) 
■ei, Dod aus (3), daas 

Aus (4) ^elit aiier hervor, dnas, weno -vi'w AB'-^BC mactieo uud 
B' mit rverbtoden, nlsdnon die Winkel B'BC Maii B'CB durcL 
die Linien BE uikI T/^' Imlblreo, endlicb diese bis zu ihreo re- 
Bpectiven UurcliscIiuiUspunkleD E' nnd D' mit Ca' and BB ver- 
längern, nucb in dickem Kall 

BE = CD- 

sei. 

CndlicL folgt noch aus (5), dass, wenn wir zu fi U, j/(rt_|_i)»_|_^i 
die dritte PrajiortioDale sucüei, und die^e auf die VerliiDgcruiig der 
Linie BA vou A nach Ä" tragen, so dass nis« JÖ" = ^^^±^f^=^ 
ist, alsdann ff" mit (7 verbinden, und die Winkel B"BC, B~CB 
durch die Linien BE' und Cff\ welche .*ß und ^Cin /*" und 
£■• treffen, halbireii, uuch iu diesem Fall BE' = CD' sei. 

£ine zweite mehr elementare, aber nur den einzigen verlangten 
Fall beweisende Deiluction des Salzes ist folgende: 

Wir setzen folgende geometrische Sätze als bekannt v 

_ BC:AB=EC:AE (1) 

m^ BC: AC7z= BD: AD (2) 

Hf Mai BE^=:BCy.AC— BDy:.AB .... (3) 

W. CB^ = BCy.Aa—ECy.AE (4) 

Da nun BE= CD, so folgt aus (3) und (4) 

BCxAC—BDy^AD^BCxAB—ECxAE ... (5) ' 
Weil ix\ier AB = BD -^^ AD, und AC=EC-\- AE nt, so er- 
halten wir leicht uus (1), (2) nod (5) 

BCxEC-\-BCxAE—BaxAD=BCxBD-\-BCy.AD 
— ECX AE... . (6) 

»ßCxAE==EC{Blt + AD), 
BCxAD=BDiCE-^AE); 
jlicb wird auch No. 6 zu: 
C'x£!C'^ADxEC-\-AExEC=BCxBD-i'JExBD'i- 
ADxBD oder 
ECx\BC'i-AD-y-AEl=BDX\BC-i-AD+AE\ oder 
EC= BD. 
la den Dreiecken BEC und BDC sind daher alle Seiten i 
nithin diese congruent, und daher '^ECB^^iDBC, folglich 
i-./iB^AC, was zu beweisen war. 




(« i- ■ 1 1" -J- .) 

Uebungsaufgaben für Schaler. 



Ein geometrischer und ein arithmetischer i 

Von dem Bcrm Professor Pross an der poivtecl 
Schule zu Stuttrgart. 



KeDDt man von einem eeradliaigen Dreieck den Halbmesser r ' 
des eiobesch rt ebenen , den Jt des umBcliriebeoen Kreises nnd den 
9 eines der äuHHern BerÜbruugskreise, und aeut der Kürze wegen 

fK, so findet man die drei Seilendes Dreiecks durcb 



die Gleicbnng: 

Satz 2. 

Eine decadische Zahl ist durcb IQ.n-i-a tbeilbar, wenn der 
UnterBcbied znisclien dem Mfuchen der letzten und dem afache» 
der übrigen Zifl'eru durcb 10 .y(H-a tbeilbar iai; oder sie ist durck 
(Oa — a tbeilbar, wenn die Summe aus dem nfucben der letzten 
und dpm afacben der Ubrii^en Ziffern durcb iO.a — a tbeilbar ist 
(Id beiden Fällen bezeiclinet n jede beliebige ganze Zahl von sn 
und a die einfachen Ziffern von bis 9.) 

So ist z. B. 

301 tbeilbar darcb 43 = 40 + 3 =: 10 . 4 + 3, weil 

30 . 3 — 4 . 1 = 86 durch 43 tbeilbar iit 
261 (heilbar durch 29 =3 30 — 1 = 3 . 10 - 

3 . 1 + 26 . 1 ^ 20 durch 29 tbeilbar iit 
1157 (heilbar durch 80 = 90 — 1 =i . 10 — 1, weil 

7 . 9 + I . 115 = 178 durch 89 (heilbar i«t 
816 theilbar durch 68 = 70 — 2 = 7 . 10 — 2, weil 

7 . 6 + 3 . 81 = 204 durcb 68 theilbar Iri.* 






•hrsatz von den Binomialkoefüzienten. 

0. SolilÖDiilcli zu Weimar. 

positive Znlil, 



Bezeiclinet fi eine beliebige Grösse, m eioe 
so ist tlie Summe der (» -\~ l)g\\cäTifitD Reihe 






.;Wk lÜJist sieb dieser Satz, iler gelegeollicli gefunden wurde, 
iularem Wea^c beweisen? 



XXXVI. 

AI i s c e 11 e 11- 



He 



mble Jou 

i [iiirait gue 



l'^oonc^ 



nijirU le aens), et quc j'^tablU 

I de m^canique, quc je pro- 

rces appHquees a un Systeme 

i ^uMthrp, 



J'ai In dauH le dernier No. de vutre estim 
d'un princi|ie genfriit de mtcant(|ue 
»eau (st tiiutes tois j'en ai bien c 
de la maniere suivuute dans man i 
fcBse h l'^cole militaire. (tuand de 
qnelconque de curjis ne se fönt paa 
apres un lempa quelconque r, et |ieiiiiiint l'inataDt f 
forces mudilieroDt infiDiment peu les vilesses des differeutes masaes 
dn Bjateme; mais res accroisacmcnts de vilesse instagtaues donue- 
ront'lieu a des r^ctians, et l'eijuilibre sabsiste ent|;e lea furcca 
Bolticitantes et ces forces de reactioo duea a l'ioertie de la matiere: 
Ka effet lea t'urcea modificnlrices transmetleut par leur action im- 
nfiliate ou par le moyea des loia de liaiaon des elforts, Ics quels, 
>'ila ätaieot pris en sens cautraire, fcraieut equilibre aux forces pro- 
pasfes, puiaqu'ils empScheraient ces modificatioDa de vitcsse; mala 



scber Bericht. Nr. Xll. S. 18*. G. 




ces efforta utDai envisag^s, eont pr^isement 1a mcsure des reactit, 
it'inertie. Dane il y a ^quilibre entre les forces sollicitaates et 1 
r^iicliuns <l'inertic. Od vuit que le priuclpe est \a f^^o^ralisatiiM 
uuturelle il'ija principe qui date ile Newtun , et qui est connu sous 
le nom d'^galile de l'action et de la r^action; l'id^e de cette g^uf- 
ralisnlion, Je me liAte de le dire, ne m'uppnrtient nSne pas; je l'ai 
puiH^c daDB Ic cours de m^csnique raalheureasement trop peil r^pandu 
CDCore de AlonBieuT Poncelet; niais je pars de lä pour ttablir en- 
auite toutes Ics aulres ootioos de dyDumiqiie et jiour montrer le 
moyen de nettre eo ^quations tous les prublänes possibles; ce qni 
diBpensc du fameux principe de Ü'Alemhert qui me parait noro« 
clnir, moinB direct, et surtout plus emberrnHaant dans les epplicationa. 

TraduiiuDB maiDtenant renuncc en forinule. Soieol /*, /*, /" 

les forces appliqu^es ä de certainH pointa ji, A', A", .... d'au sy 
gleme de meaaes m, m', »»', ra'" . . , .; v, v\ v", v'" .... les vitessesde 

Celles -ci ap*es le tenips t, et tiv, rf«/, lit/*, HtT les accroUae- 

ments de vitesae iDstaetant-s engeiiilr^a p«r les forces donDces; la 
mnsse m ^prouve donc de In pan de ces furces ud efTurt de prei- 
siun dans le sens de v duati^ par requiilion 91 ^ «i . ^, En «daet- 1 

lant une notation aoalogue pour les aulrea inasses, un roit ^viden- 
ment que requilibre doit subsister entre les furces P. f, I^.... 

et entre les torces — f, — y', —90", — y"' qui seraient «^ , 

pliqueca ä m, »i', m", m'"...., puisqu'ainsi les impressions ^pruavHt 
par ces masscs seraient d^iruiiea par des furces ^gulee, et opposfn: 
donc en nommaut de, d^, de", de"' .... les clieinins dfcHts en 

venu des viteiscs uccjuises v, v' , peDiIunt le Icmps lA, an sun 

par le principe des vitesses virtuelles efleclives; 

Pdp-\-F'dp'-^P"d}i"'^.., .y,.de—y,'. tfc'— y". de" — y'Ve"'. ..etc. =0 

ou sbr^viativemeDtj et k cause de de-=t>dt, äe'^^t/dt ....f 



S.Pdp- 



"W 



.t}de=S.Pdp- 



dt' 



«=■0, 



^quatioD qui exprime le principe des forces vives instanttm^esi qoi 
cooduit auBsi par l'int^griiiioD ^ celui iIps furces vivea finies, H 
qiii se trnure aussi dcmontree dejä dans le cours de Mr. Foncetel, 
Comme 110 a, en nommnnt Q, d', fi' .... les poiils des niasses m, 
m\ «»"...., amenees ä la surface lerrestre, ou evaluera ccs def- 
nieces pur les equations: m = —, «1'=^...., jif exprimant la vi- 
tesse acquise par un grave pendant uoe secoDde: ce quj perdtet 
d'ecrire aussi: 

^=.^,Pdp—2\.de.dv^2.Pdp~-^.^.q.av.de,.... 

'^ gdt "^ gdt ' , 

äqaation qui exprime sans doule l'enooce meme du priodpe •■ 
qneslioii: mnis aupposons maintenant qu'iipres le temps t ou puiue 

an^antir -lout-a-cuup les vitesses des mosscs m, m\ m" ssni 

Iroubler toiitefoiN la Ggure du sysli-me; des lors on pourra lui in- 
priner ud di^placement arbitrnire, dans lequel les points d'applicallan 
' A', A" d^rivent les cbemina &p, dp', Sp".... suivant tei 



lignea .l'ncti.rn dea forcea P, P, P", P" , et cei 

«l'appticaliDn m,tn',m".... des forces — qi, — gn', — q» 
decriront ausBi des cliemins arbitraires 6e, Se', de", de' 



2. Pap — 2.. 

et cette j^ualion est plus generale que ceilc doanee d'abord. Au 
reste ce-ci ne saurait en rieD porler alteinle au merite de l'auvrare 
apnoDCä, et il u'y a sbds duute pns d'iacoDveaient, Alunaieur, de 
voir pr^sent^ quelques observatLuDR a cct egard. 

Si k l'avenir fes remarqui-s de ina part, sur la mecaoique rs- 
lianaelle et sppliqu^e, nyant qiielque m^rite de nouveautc peuvcot 
faire plaisir ä vos lecteurs, je prendrai la Hliert^ de vous en com- ' 
Kinniquer plusieurs; pour le atoment je me bornerai a co qui suit. 
Depuls long - temps je m'ctiiis appergu de la faule cnromiae pur 
PoiBson aux sujet des axes |iriiicipaux et qui o it^ sigoal^e dans 
rotre jouruul. Ka effet duns la tbeorie g^u^rale que j'^tablis gnr 
les axes principaux des curps, et qui camprend dans lea consequen^ 1 
ces lauB lea rgsullats, Irouv^s anterieurcment piir Poissun, B^J 
Bet el Ampere, sc d^mnDtre la propri^t^ suivaate: Toufea Iei4 
fois qn'uQ solide est pourvu d'uo puint fixe, situä dani] 
l'uDdesestroisplaosprincipuuxduceatrejI'uDde 
axea perraaDeuts de rotutiun cd ce point est nort 
plao, et les deux nutres se trouvent dans ce mäme plan 



tbeoreme conduit a uae cc 
comme on l'a rcmiirquc. 
qui parait egalenient doU' 
rotation, reUtifs a u 
de revolutioB, sout I 
'ai par cc poin 



th^nr 



je 



occupent da 



differeot du 



ntr< 



:-dire 



rudia' 
que 



Ce 



ulaire au plan, dcter- 
^volutioa, et les deux 
le Position que uotro 

.nque (0), interieuroii 
d'inertic (/) est c^ , 



pla 



lei 



als 



point situes daas ud plao Diirmul a lu lignc ceotrale Ol 
sont des axes pcrnianeats de rutatiou du solide, et ils 
correspondeat tous a des moaientB d'inertle du corps, 
äg;aux eatr'eux. 

Pour le moDient je ne pousserai pas plus loin cette e'numäration, 
Hais si des resultais de ce geore pourront vous faire plaisir, Mon- 
sieur, et ätre utilea a vos lecteurs, je vous prierui do bien vouloir 
»'en doaner avis, et des lors je meftrui tuut mou Iravail en ordre, 
et m'empresserai de vous le comuiuniquer ° ). Je tcrmine par une 
4erniere remarquc; die se rapporte a la Seme loi de Kepler. Bn 
adneUaot celte loi comrae uu resullat d'obserVation, lei auteui-a 
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iß mäcouique en concluent que la force attractive du soleil mr i 
jilauttea Je müme masse et a mäme distunce, est la mfme, part 
que Taltraction inhereDle k la matiire ioerle est indepeDdanle ^ I 
In nature cliitnique lies corps atliree. Pour nolre |)urt, dqus penione 
qu'il vaudrnit mieux* rcoverser la tliese, et raisuuiier de la roaDiere 
BuivuDte: Dans la nuni^re de roesurer Ics forcea ou peui et Ton doit 
d^ja ailmellre tacitement que riolenait^ d'uue furce ^valu^e eu non- 
bre, est proparlionncUe ä la quBotit^ de mouvemeDt uu'elle engendra 

CD l'uoilf de temps, et iju'dd a eo g^aeral g>=im-Tji ^quatioD ob 
Tun fait abstractioo ile U nature chimique de la masse, puisqae 
cclle-ct n'eotre dans la formule que pur aa quanlile. Pour proorcr 
inaipteDBut qu'il «d doit etre aiusi, on a ^ faire vuir que tautes Icb 
fnrceB sqot comparablcB a des poids; car l'experieDce prouve que 
Tacc^lfratioii (erreBtre esl la nieme pour luus leg corps que Duna 
miiiiionH ici bas, et que pur Buite eile est iad^peDduale de ia nalore 
chtmiqne de ces curps. Dane puisque l'Jnductign noas purte h cod- 
sid^rer la peaauteur terrestre coDiine un cos piirliculier de lu gravi- 
tation UDiveraelle, il faut qu'eo gctK^rnl celle-ci snit ind^pendante 
de la nulure des Corps attir^s; donc il devieut Evident dids! qu'il 
dUtances Egales et sur des masses ^^"'^^ l'action du cenlre attractif 
est la iDc^iue. Mais cd nomwaDt 7*, raccäl^ration il'uiic plaoete pla- 
cee a unc ilistaDce initiale r,, T lo duree de s& revolution ejü- 
rale, a le (Icmi'gniDd axe de »od orbile, ud a par la tb^arie can- 






■ une autre planete, placke ä uae di- 
encore p-, = [j,) ^^rrS P"**"'! 



: T" = 



/■V," ■ /"..r-,» 



Mais 



puisque les acc^l^rationa P, , R , snnt JDde[ieniIuotea de Is 

.__ planötaires, la lui des furcea iiiversement propor- 

rres des diBtauces s'obaerve, et l'ou aura parsnil« 



^,.r',' =1 J»,r,': purtanl: 7^ : T" := 
rigoureusement la troisieme loi de Keplei 



Berichtigung. 



I Seite 1i40 ganz am Eude setze man kommt statt künoie. 
Auf Seite 2fi6, Zeile 17 nod 35, nnd auf Seile 267, Zeile 10 und K> 
setze mau statt der Nummern 1),3),3J,4) die Nummern l.,'2.,3.,4. 



XXXVII. 

Uittheilungen über die Construction von Tan- 
genten, Knimmungshalbmessern und Normalen 
ui Cnrven, deren Natur völlig unbekannt ist, 
Hectification und Quadratur der Kreisevolvente 

Iind der entwickelbaren Scliraubenfläche. 
v„ 
Herrn Wilhelm Preasel, 
Ingeniear- Eleven auf der pnlylecbniscben Schule i\i Stuttgart. '' 
Che icfi auf die Saclie solbsf eingehe, glaube ich Folgendes 
Wer die allgemeineD h'igenBchafteu der Curveti voranaBcbickeD in 



leb denke mir eine jede Curve zusammeD^eBetzt aus einer Reihe 
von uDeadlich kleinen, gleich langen geradlioigea Elementen; als- 
dann wird bei jedem {"unkte die Verlängerung dea zunäcbattiegen- 
deo Elements die RieLtung der Curve in besagtem Punkte angeben 
und diese Verlängerung heisst aUdauD die Tangente. Man kann 
sDr Tangente auch auf folgende Art gelangen: man zieht durch den 
auf der Curre angenommenen Punkt eine Anzahl Secanlen, so wer- 
den auf denselben Sehnen von verschiedener Länge abgeBchnitteo, 
nnd muQ kann alsdann diejenige Secanle die Tangente für den ge- 
gebenen Punkt nennen, auf welcher eine unendlich kleine Sehne 
•bgCBchnitten wird. 

Denkt man sich nun eine Curve als zusammengesetzt aus un- 
endlich vielen eleicfa grossen geradliniffeu Elementen, so werden 
ämse ElemeDte Winker mit einander bilden, die man Contingenz- 
Winkel nennt, und welche dazu dienen, die Krnmmung der Curve 
iti jedem beliebigen Punkte zu messen. Da nämlich die l^lemente 
der Cnrve gleich lang sind, so werden im Allgemeinen die Cuntin- 



iukel verachiedei 



n, und 1 



I kann die Krümmung 



einem gegebenen Punkte dem zugehürigen Coafingeo) 




Mikcl pr»parti<wl Mtzca; dcaa ■>■ nt&t, 4>» ^ Cnne sieb 
_-4b^* ackr li eg t, je griicr 4er CABfiagtaA m wkel iat. 
' "^ "^ " ■■ r Carre in em«a hcfieb^ea Piokle wird 

■ pMMktc die zwei «nackat liege öden 
Mt ier Cw« ^caeiuefcaASch hai, »itr iwiMhcn wel- 

B «ad der gcgäcBc« Gkt* «iac OKVIaÜati der iweilei 

I den KruMBODgl- 

krei«, icräcs Halfcwwwr rira KriBaaagBkalbneiier nnd Hi- 

MS Kttdfvakl 4«b KriaanB^iaittvIpiakt für den angeDo» 

■Kf fnkt asf d«r cccebeaen Cottp. 

Ra Mira UBv^A imI .:/C(Ta£ VI. Fi^. 1.) die Eleaieiile einer 
Cam. wdcke nck in den Pnakle .1 htgr^ra. der Contingen- 
viikei BAti^=f, i« bbss man all«, vm deo KrümmDiig^sIialbnei' 
■er iB crkallcD, den Mittelpankt eines Kreises besCimnie«, Ton wfl- 
cfceai .'jfi aad ^iT zwet Elemente, d. k. iwei oneDÜlicl kleine 
SckacB tiad. Man halbire beide Clemeiite in /'□od G unil erriclile 
in diesen Panklen auf denselben Perpendikel, io wird der Punkt £, 
in welcke« (ick dieselben schneiden , der Hlllelpankt des Krna^ 
«ffotcskreites und also EA der Krünmunffsbalbmesser sein- Hu 
•ie]»r aan lci«ltt, da«s der Winkel FEG de« Cuiiting«eswiBkal<l> 
gleick iat, md nun kat demnach 

2EJ.i.l. 



kann man sinll b«' 



Bezeichnet man nun die Länge der Elenente AC und AB mitifl 
den KrUmmuDgshsIbmesBer mit ^, so hat man nacb dem Obigea-f 



Curve dem C 
aua No. 2, da« 
igekehrt proportiooirt ist dem KrÜmmungsbalbm' 



Eb Ut eine Curve VV {.TtX. VI. Fig. 2.) gegeben (fd 
zeicbnet), deren geometriscfae Bigenacbaftcu nnbekstf 
sind, es Bolt fnr einen beliebigen Punkt »I derselt^ 
die Tangente und der Krünimungshalbmesser conalrri 



(Leio)', Geamelrie d''acri[itive. §. 572, 676.) 



Man siehe durcli «leo Puukt A/ vcrBcbiedene Selioen MA, MB, 

VC... MD. ME verlüriii;cre ilieselbeD udiI mache Aa ^ 

9&=^€^ = = Od:=Ee~ alle gleich einer beliebig an- 

eDnnineoBti Läoge /, und verbiodc die Punkte a.fi,c....d,f 
rch eine stetige Curve V y. Beieicbuel nnn (Taf. VI. Fig. 3. 
.nd Fig. 4.) P einen beliebig auf der Curve VY «DgenommeDpD 
'unkt und p seinen .entsprecheudcn Punkt auf Ü'V , * die Länge 
er Sehne MP, so hat innn; 

Mp = l-^» (Taf. VI. Fig. 3.), Mp = 4^i (Taf. VI. Fig. 4.) 

limmt mnn nun den Punkt p unendlich nahe bei M, so wird n im 
erliältniss zu l unendlicb klein und kanu «Iso vernitcbläasigt wer- 
en. Ueaeicbnct nun (Tnf.VI. Vig.i.) m den dem Punkt M ent- 
»rechenden Paukt auf U'F', so hat mau Mm^l-\-iU oder^/, 
V»n erhält also den Punkt m, indem man von M uns mit den 
jalbmesser / einen Kreis beschreibt; alsdann wird der Punkt, in 
reichem dieser V ¥' schneidet . der gesuchte Punkt m sein, und 
erhindet man diesen Puukt mit M. su ist diess die Tangente fiir 
Uzteren Punkt. 

Ks seien nun MA = MB = iU (Taf. VI. Fig. 5.) die Elemente 
er Curve VT, welche sich in dem Punkte M begegnen, aa erhält 
lan die entsurecbendeD Punkte a und b der Curve U' f , indem 
tan Jla= Ub^l miiclit, so dass atsu die Linie ab die Richtung 
ler Tangente des Punktes m der Curve IJ' V angibt. Fällt man 
OD f> BUS doB Perpendikel bb' auf Ja, so bat man: 

bb' ^ Mb sin 9), Mb' =:Mb cos 9). 

Da aber ip ein unendlich kleiner Winkel ist, so koDu man statt sei- 
aea Sinus den Bogen selbst und statt seines Cobidub den Werth 
1 'setzen, so dass also; 



Mb- = Ml' \ 



^ 6b=(i—d»)9 
i Mb-^t—di. 



Ferner ist a/i := Ma — M6' z=.{l~\- iü)~ (l — a*)^'id» um 

bbi (l — ds'iif lif 'idi lif if 

tang a — ^ ^ 2rf«~Mi 2S~2" 

Da aber der Krümmungshalbmesser ß des Punktes Ji/ = - 
r^ -T und als«, neun man diess substituirt: 



tang «=25 — ö "<'" i^' 



endlich klein ist) 
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Diese Formel kaoD dozu dicneD, Ueo KrünimuugBliatbinesaer itt 
Punktes M der Curve VF xa bestimmen (Taf. VI, Fig. 6.). 

Cunstruirt man iiamlick die Tangente otT der Curve U'V 
(gODz auf dieselbe Art, wie diess bei der Conslruction der Tangeule 
Mm Kesehehen ist), balbirt Mm io £^, fallt von E aus ein Per 
pendikel BF auf die Tangente mT und verlängert dieses, bis u 
die Mormole des Punktes /Q it, trilR, so ist dieser Punkt O der 
Rrüinmungsmittel(junkt für den Punkt Jff der Curve UF. denn es iat: 



*« = ,-^ = 



lang« 



2 tnng a 



I 



Anmerkung. Da die Länge / ganz beliebig ist, so kauo nsn 
sich dieselbe ändern lassen, und man wird auf diese Art ein STSleH 
von Curven t/'f erbulten. welcbe sicli alle in dem Punkt itf schati- 
den. Ebenso erhält mau alsdann nuf jeder dieser Curven ein» 
Punkt, welcbcr dem Punkte m entspHolit. Tonstruirt man nun für 
alle Curven U'V in den Punkten m die Tangenten, so werd« 
diese eine oeuc Curve cinbüllen, leb babe die Gleichung derselb«i 
gesucht und gefunden, dans es eine apoIloDiscbe Parabel ist, drm 
Ase die Normale des Punktes JU, deren Scheitel dieser Paukt M 
selbst ist, und deren Brennpunkt die Entfernung '2ß von dem Sehti- 
tel M hat, so dasB also der Krümmungshalbmesser dieser Parshci 
für ihren Scheitel M 4mal so gross ist, als der der Corvi 
für denselben Punkt. 



Man ziehe Sehnen durch den Punkt M (Taf. 11. Fig. 7.) nM 
verlängere dieselben, bis sie eine beliebig angenommene gerade odti 1 
kruaine Linie X K schneiden; alsdann mncbe man: 



B"6 = Bb = MB 
C'e = C'e = MC 



iyd-= Dfd^ MO 

E-e = E-e= MB 



verbinde die Punkte 

A\B',a .... /y,E'.... 

A'\ B\c- .... jy-, E' . . .. 

durch zwei stetige Cnrven U'V und V"V", so werden sich ISA 
io einem Puukte m der Curve XV schneiden und dieser Punkt, 1 
M verbuudeu, gibt alsdann die Tangente dieses letzteren PunU 



Dritte Auflösung. 
Durch die Punkte w, t, c . . . . il, e (^T»?, VI. Fig. 8.), \ 



^^" 


■ "*•; 
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welcheu die willkÜrlicL angeDommeDe XF durch die Sehnea des 
PuDkta M geschDitteD wird, ziehe man Linien pnrailel unter sieb, 
jedoch in einer gunz beliebigen Ricbtung, und macbe; 




Aa^Aa^MA lyd^r^DTd^MD 




^ Bb = Bb = MB Ee=Ee = ME 




B' Ce=C-c = MC und . 




verbiode aladaDii die l'unkle 




A^B,C .... D-,B .... 




A",B,C'.... d;e'.... 




durcli zwei stetige Curven V V und VV, so werden sich diese in 
einem Punkte m der .VF schneiden und lUm ist aisdaDn die ge- 
Mtcbte Tangente. (Diese beiden Auflösungsorten geben wifeder Mit- 
ttol» den Krummungsbalbmesaer des Punktes Hf ta bestimmen, wei- 
de jedoch etwas verwickelter sind, als die erste.) 




Zweite Aufgabe. 




Es ist eine ebeue Curve //FfTaf. VI. Fig. 9.) gegeben 
und ausserbalb derselben ein Punkte*, man soll von die- 
aeni Punkte aus eine Normale en die Curve ^Fliehen. 

(Lerof, Geometrie descr. $. 324, 335, 320.) 


1 


Auflösung. 


1 


Mao beschreibe von dem Punkte P aus Kreise, welche die ge> 
«ebene Curve in den Punkten J, B. C... a,b,c.... scboeideo. 
Durch diese Punkte ziehe man Linien nach P und mache: 


1 


J'J = ,*^/ = oa'=:a«" = der Sehne Aa ,U 


^ 


BB'z=:BB"=bf/ = l6"=:AvT Sehne B6 " H 


■ 


CC = CC" = cc- = ce- = der Sehne Cc ,M 


■ 


...,..:...,:...: ^ ^ ^ 1 


1 


A',B,C' .... ,i,i;,c .... -■ 


■ 


^•,Ä-,c".... «',*-,«'.... !• 


■ 




1 
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durcli zwei sletige Curveo ü" V und V"V, bo werden sich di«M 
in einem Punkte ^ der gcgebeuen Curve scliaeiden, und dieaa iat 
ulsduDQ der l-'uaipuiikt der verlnugten Nurmale. 

ADoerkuDg, Mud kÖDUte aucli auf dcp nucli /* gczogeaen 
Geraden Stucke sultrogeu, welcbe so giuas sind als die Uulbeo enl- 
ü[>reclieDJeu SeliDen. Auf dietie Art würde man wieder zwei Curreii 
erhallen, welclie aicli in dem verlangten Fusspunkte M acbneidH, I 
uod zwar au, dass jede dieser neuen Curvea die gegetiene Corve na 
ter eioem Wiokel von 45" und dieselben elDuoder selbst unter einCi 
Winkel vuu »0» schneiden; ferner hitbeu die beiden Uill'acurfeii ig 
dem Punkte M gleiche Krümmungsbulbmesser, und zwar erhält ■» 
die Länge ^ dieser KrdmmungsfialbmesBer ols die Diagonale einei 
Quadrats, dessen Seite gleich dem d(i|iuelten Krümmu/igslialbineuii J 
r der Curve UV für den. Punkt M ist, d. b. ^■=1r\^1. 



e Cun 



UV \ 



I dup|ielter Krüu 



Eig 



unbeki) 



oll für einen bei iebigeü Punkt J/ de 
^Dte und die Osculatioosebene bestimmt wcrdm 
(Leroy, G^um. descr. %. 572, 654.) 
B gegebene Curve windschief ist, su denke ich mir dl«) 
auf zwei FruiectioDscbcDeD bczugen und sammtliche Conatni... 
nuch den IjefircD der beucbreibeiidcu Geometrie ansgefübrt.) 



Erste Auflusuug. 

Man ziehe durcli den Punkt M {Taf. VI. Fig. 10.) verscbkl 
Sehnen MA, MB, MC... MO, ME verläugere ■' ^ 



As = DÜ=^Cc = ....~ Dd= 



Ee 



alle gleich einer beliebig aDgenummonen Länge l; alsdaiio «an 
die Punkte a, b, c .... >/, e . . . . mit einander verbDDif(i| 
eine ueue windschiefe Curve V V bilden. Dm nun den Ptinkt de I 
Curve V V zu erhalten, welcher einem unendlich nahe bei M ^-X 
legeneu der Curve VY eotspricbt, beschreibe man vod .Van«>il| 
dem Balbmesaer / eine Kugel und bestimme den Punkt w, i 
chem dieselbe vod der Curve L'V durchbohrt wird., alsdanp wii^l 
diess der gesuchte Punkt und also Mm die verlaugte Tnogn 
seiu, woraus sich leicht die Nurmalebcne des Punktes i 
gibt. Uestiiumt mau uuu auf dieselbe .Art die Tangente *3^ 
Punktes m der Curve L'V und legt durch diese TangentaT 
and die Mm eine Ebene, so Hiebt mau leicht, dass dieses dieC_ 
lationsebeuG der Curve VV für den Punkt M ist. (Prujicin ■ 
nun die gegebeue Curve VV auf diese üeculationseheuc uuJ ^ 
stimmt den KrümmungahBibueGser für den Punkt M dieser F^ 
jecliuu, so iüt diess zugleich auch der KrUmmuagsholbine^'H^ 
den Punkt M der gegebenen Curve.) " 




Man nefame ganz beliebig eioe Ebeoe FF" (Tuf. VII. Fig. I.) 
an, liebe Sebnen durch den Puoht ^/ der a;effcbenoD Curve, und 
veriäogere dieaelbcn, bis sie die Ebene /* durcnbobren ; ea gesell ehe 
diesH iD den Punkten a, b, e .... li, e .... Nun verbinde inaa 
diese Punkte durch eiue stetige Curre XY; ferner ziehe tonn in 
der Ebene FF durch die Punkte a, 0, c .. . . d, e . .. . Linien pa. 
roUel unter sicii, jedocb in einer ganz beliebigen Richtung, und 
aacbe alsdatin 

ee' = e^'= ME 



\ 




durch iwei sletigc Curven V F' und U" V, 
einem Punkte m der \Y schneiden, ni 

mit M verbunden, die TaugeuLe des Punktes Jtf der Curve UV. 
Die Sebuen , welche man durch den Punkt itf gezogen hat, bilden 
eiue Kcgelfläcbe, deren Smtzft der Punkt M und deren Leitlinie 
die Curve UV \n, und welche die Ebene FF in der Curve XY 
durchdringt. Man sieht nun, dass eine Ebene, welche die Kegel- 
fläche längs der Seite Mm berührt, zugleich die Oscnlationsebene 
der Curve für den Punkt M ist. Construirt man also die Tangente 
yiT der Curve A' Y und legt dureb dieselbe und die Tangente IHui 
eine Ebene, so wird dieses die Berübrungsebene der Kegelfläche 
läDgs der Seite Mm und also auch die Oscnlatiousefaene der Curve 
VP für den Punkt M sein. 



Vierte Aufgabe. 
Die Länge der Kreisev ol vcule zu hcsti 

Anflüsnng. 
Der Kreisbogen JM~s = ra (Tuf. Vtl. I'ig. 2.) 
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uncodlicL grosse AdkhIiI m gleich lauter Bleioeuto vou der Lange 
il» getlieilt. Die CuntingenxwiDkel dieser Blemeole werdea oiuan- 
iler gleich seiu; aian setze jedeu ilerselbeu -^if. Mud lint demiiacb 

— ■^r\if^ — %ind»-^ra.^AM. Mao Goilet dod die Laogep 
der EvolveDteDelcmeDte Ah, lic, ed.... als die Läogeo von klei- 
neo Kreisbö^eo, deren Ualbmesaer die Lioien Ail, bC, cD, dB^ 

= ä* , 2d» , Stls , id» miü siod, und deren Centriwiakel iami 

^ ip ist. Mau hut tiisu Uugeo 

AJV=. d» .ip~\-'idt .ip~\-^<h .ip-\- -\-md4.fp 

= (/*.5P (1+2 + 3+ .... H-»,) 



Da aber ta UDeodlicb g\ 
die Zalil 1 gegen 



und I 



AX^da .(f-^; ea iat if=:—, also diess siibatitairt: 
AM== — — — ; da aber mdn ^ ä/A = ru, so ist aitcb 



oder sleich dem Umfange eines Kreises, di 
dem ffmfange des gegebenen Kreises ist. 



alt des Stücks 



scbeii dem Kr< 



Dieser lobalt wird erhalten durch di 

schnitte ABl, bCe, cDd 

Es aei dJEe der »« Ausschoitt, so i 

q=^^,dE= 



f I ö B n n g. 

Summutiun d 
sein Inhalt: 

[W« . jD . nd« = ^M^d»' . gi. 



Setzt mau in dieser Gleichung n=l, n^2 .... bii 

■ummirt die biedurch entstandenen Wertbe, so erhält 

kalt Q des Stücks zwischen dem Kreise und der llvolvente, ro 

■lu: 



deol 



fi= j^(j!t' .91+ J . 2*t^*'^ + i . 3'(/** . 5P + . . . .-l-^m-i/i^gi 
Ks ist aber diu äumuie dieser Reilie := -i — | ^7- + y, alat 



Setzt inou (iir 5p seineu Werth — uod dividirt sämmtliclic Glieder 
in der Pureulliese durcli ffi', wäbreod maD die' Grösse uusaerliutb 
dcräelLcD mit m' inultiplieirt, bü hat man: 



> 



i'da' 






2m 






Da aber m unendlich gross ist, so kano mau in der l'areüthette 
die Brüche^ und - — -, verDuchtüssigcu, und ferner kann inao s|Blt 
m'ih' die l.äuge .'tM' oder r'a' setzen, so drias also: 



e=-7-oder «=- 



flDen Inhalt der cnt 
(Leroy $. 456.) 



ubeoflä 



\ 

^^ Diese Fläche entsteht durch die Verlängerung der Elemente 
Wiuer Schrauhenlinie und ist also eiue eotwickelbare Fläche. Nimmt 
man die Axe der Schraubenlinie senkrecht an und schneidet die 
Fläche durch zwei UorizoDtalebeneu, welche um eiue Ganghöhe von 
eionnder eolferat sind, so wird biedurcb die Fläche uacb zwei Kreis- 
evolveoten geschuittea, zwischen welchen beiden Grenzen die Flä- 
che nun berechnet werden soll. Wickelt man die Flache üb, so 
bleibeu hiebei die t'outingenzwinkel der Wcndecurve uuveräuder- 
lieh, weil die Drehung um die Verlängerungen der Elemente vor 
sich geht. Die WendecurTB wird sieb also nach einer Curve ab- 
wickeln, welche bei gleich grossen BlemcDten gleich grosse Coo- 
tiDgenzwinkel hat, das heisat nach einem Kreisstück, dessen Länge 
gleich der Länge der gegebenen Weudecurve und dessen Halbmes- 
ser gleich dem Krümmungshalbmesser derselben ist. Die Kreisevol- 
veoten, durch welche unsere Pläclie bej^renzt ist, wickeln sich nach 
Üieisevolvenleu an der abgewickelten Wendecurve ab, so dass 
altit deji Inhalt des einen Mautels der gegebenen Fläche 





S46 

luhalt des Sliicka zwisclien der Terwundelteu Wendecurre und 
ibrer Evulvente bcrecbDen kaoD. Man bezeicbue den Halbmcaier 
des GruDdkreises mit r und den des Kriimmungskreises der 
Schraubenliuie mit jS. 

Ba aeieo dud AB = BC^ dt (Tnf. Vit. Fi^. 3.) zwei Ele- 
der ScIiraubeDÜDic, welcbe deo Wiukel u mit der GrundfläGlie 
; ilire Prnjectionen ab^bc-^d» HJad aladauD zwei Elemenle 

Der Coatiagenzwinkel ff BC werde mit 91' nnd 1 

vinkel BhC mit if bezeichnet. 
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Anmerkung. Aus der Formel 2) geht hervor, dass (da 
cos 45® = 1^4^, cos 60^ = 4) der j^römmaogshalbmesser einer 
Schraubenlinie bei einer Steigung^ von 45° das Doppelte und bei 
einer Steigung von 60° das Vterfuche von dem Halbmesser der 
Gro^dfllebo beträgt. 



Andere Auflösungsart. 

Sämmtliche Elemente unserer Fläche haben ^dieselbe Neigung 
gegen die Grundfläche, wie man leicht sieht, wenn man die Be- 
rührungsebenen construirt, und zwar ist dieser Neigungswinkel 
gleich dem Winkel a, den die Schraubenlinie selbst mit der Grund- 
iiclie bildet. Man findet aber den Inhalt einejr ebenen Fiffur, wenn 
■an den Inhalt ihrer Projection mit dem Cosinus ihres Neigungs- 
winkels dividirt. Da aber alle Elemente unserer Fläche dieselbe 
Neigung haben, so findet man den Inhalt derselben, indem man den 
InbaJt der Projection durch cosa dividirt. Es ist aber die Pro- 
jection des unteren Mantels der Fläche das Stück zwischen dem 
Gmndkrcise und eines Umgangs seiner Evolvente, so dass also der 

Inhalt dieses Mantels = ^^^^ = gJJJ^^ "»^ ™an erhält folglich 
den ganzen Inhalt unserer Fläche: 

3eosa 



■v 
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XXXVIII. 

Einige Bemerkungen über fehlerzeigende 
Dreiecke. 

Von dem 
deu) Heraasgeber. 



WeoD muti durch drei Punkte in einer Ebene mit denselbea, 
die wir im folgenden dIb Ebene der xy annebmen werden, drei 
beliebige gerade Linien legt, bu werden diese drei ^raden Lioien 
im Allgemeinen ein Dreieck mit einnailer einscblieasen, welches wir 
im Folgenden nach einem io der Geodäsie gebräucblicben Aasdrucke 
ein feblerzeigendes Dreieck oenneD wollen; und über solche 
Dreiecke sollen die folgenden Blätter einige Betrachtungen enl- 



bsllei 



Die Coordinaten der drei in Rede stehenden Punkte sollen 



und die Gleichnngeo der drei durcb diese Paukte gelegten geraden 
Linien sollen 

') Xy — y-i =-^1 (^ — a:,), 
'y — ffi =-^1 (■» — ^i) 
sein; die Coordinuteu der Darcbschnittspnnkte der Isten nud S , 
rollen wir aber reapecfiTi 

,i l,> 1>; %,, 1, 

beseicbnen. Bestimmt man nan diese Coordinaten anf bekanirti 
Weise, so erhält man 



3ten und Igten Linie \ 

5., 



A,3.- 


— A,j^,-(lf,-S,, 






A,-A, 


' 


A,.4, 


lx,-a:,)^A,y, 


-A^, 




-^1—^. 




A,cc, 








.i, — J. 




A^d, 


i^.-^,)-\-A^,- 


--^.v- 


A,x, 


-^,.r.-(y,-y, 






A.~A, 




A,A, 


(^•— > + ■'.*'■- 


-4,y, 




IJ. 


J,R 


-^.)' 


1.^. 


R 


-•<,)' 


M. 




-/!,) 


(J, 


Ä 


-^,) 


(J. 


J,R 


-/(■) 



-{J,-.J,)(J, -./,)• 



Bezeichnet A den FlÄchcninhnlt det 



ich eioeiQ beksnoteD Satze di 



feblerzeigenilen 
analytiscbep G« 



l-(S,-l.)i., 



veon man nur in dieser Glelcliung das obere oder uot^re Zeicben 
nininit, jenacbdem muu sieb, uw vod dem Punkte (|,)ii) durch den 
Punkt (5iTj) «1 dem Punkte (S,)j,) zu gelangen, nach derselben 
Richtung, nncb welcher man sich bewegen niusa, um von dem po- 
sitiven Theile der Ase der x durch Jen Cuordiuatenwinkel hin- 
durch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen, oder 
nach der eut^egeng'eHetzten Richtung hin bewegen musa. Also ist 
nach dem VorhergeheDden, wie man leicht findet, wenn man immer 
dieselbe Bestimmung wegen dea Vorzeichens wie vorher featbalt: 



b]3) 



iu; i 


^ — ^ (.j, - Ji) (-J. - J.) (^, - j,r 






11) A = t«ig««„ 

■f ^, = tBBgn.; 




(ar.s 


uB, — y.cosoJcoiH, — (d:,sin«,— y,cos«,) 


1:0s«, 




smt„,-„,) 




U, 


ino, — y,C0SB,)siRo:, — (ar.iinjT, — y,cos«,) 


sina, 




sin (.._„,) 




Tbl. m. 


s. aGj. 







15) Ä= (^, — ^,)tau^a, tiuigM, 
-+■ (^, — ^.) tang a, taug «. 
+ (^,— ar,)tauga, tnngtt, 
-l-fyi — yiJtong«. 
+ (y. — yOt""»«! 

+ (3'i — S'i)lnng«i 

cos a, cos a, cos a, . H 
= {;r,BiiiBi, — y,cos«|)sia(a, — o,) 
-l- (^,9in «. - y.co.«.) «n {u. - a, ) 
+ (:r.8ma,-y.cosaJ MD («,-«,)■ 



der Kärae wegen 



n)0 = (. 



> ist nacli dem Obigen 



-y.ca.aJ.iM«. 
-y,coaa,)sin(a, 



IS) 



19) 



-5. = ;i 



-.)""(", 



■■)! 



5.-«.= .i„(„.-!,T.':'(.,-..y a 



-'i. = .k(,;7^^,)™(". 



■■>ä 



21) 2ii = qF; 



in(«,. 



<,).ioK 



-«.jsinK 



iiDiuer mit ilerselbcD Bestimmung wegeu des Vorzeichcu) 
Bezeicliuel man die Seiten des fehlerieig-entlen Dreiecl 
dieselben io der ersten, zweiten und dritten der drei dun 
cliungen I) rlinrnktcrieirten Linieu liegen, durch «,, «, 

1 •," = (S.-l,)' + (l.-l,)-. 
22) ..■ = (?, -?,)' + (.l,-i,,)-, 

1 ..■-=(i.-i,)'+(,,-,,r, 

■id folglicli tiacli dem Obigen 



23) 


( *i 






(•,-«,)!■' 


8' 


i(«,-»,ll" 




f '■ 








|. 


i,(».^.,).i. 


i(..-..)l'' 



per obuc Beziehung der ubern und uoteru Zeicben a 



24) {»,==! 



t grÖHser als JHO", wobei oatiirlicb vomusgeaetzt wird, daü 
,, «, positiv sind; und weil nun 



nicbt sämmllicb einerlei Vorzeicbeo. Also haben aucb 

nir.ht sammtlich einerlei Vorzeicben, und es ist folglich, wenn man 
üie obern oder untern Zeichen nimmt, jenacbdem & positiv oder 
negativ ist, immer entweder 
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j 9. 

• sin (a, — «a) sin (a, — äi ) ' 

9 ' ^ 

• "^ sin (a, — «t) sin (a, — a,) ' 

9 
' ^^ sin (a, — «i) sin (a, — a,) ' 



oder 



'i 



'. 







9 


1 




sin 


(«1 


— cf,) sin 
9 


{«. 


-«.)• 


sin 


(«8 


— «,) sin 
9 


(«. 


-«,)' 



sin («, — «i) sin (a, — «,) ' 



oder 



'i 



»8 





e 






sin (a^ 


— a,) sin 
9 


(«. 


-«.)' 


sin j[a. 


— a,) sin 
9 


(«1 


-«.)' 



• sin (a, — «1 ) sin (a, — «,) ' 

Daber ist jederzeit 



25) #,*,*, — ± jsin(tt.— «,) sin («,—«,) siii,(a,—a,)(»' 

wenn inßn immer das obere oder untere^ Zeicben nimmt, jenachti 
& positiv oder ne^tir ist. 

Denkt man sich, was offenbar vierstattet ist, die Winkel 
a^^ a, nach ihrer Grösse aufsteigend geordnet, so ist 

sin (a, — a») negativ, ^ 
sin (ttj — «,) negatir, 
sin (a, — Ol) positiv; 

also unter dieser Voraussetzung, wenn man die obern oder udI 
Zeichen nimmt, jenachdem positiv oder negativ ist: 

9 ^ 

* *" sin («1 — cfj) sin (a, — «,) ' 

'' \ * sin («2 — «,) sin (a, — «i) ' 
9 ^ 

• "^ sin (a, — «i) sin («, — «,) ' 



All« M 


■ 


27).,,.,,,. 


^^^^^H 


= ,i„ (a, - a,) ,' .In («, - «.) , .in («,-»,) 


^ 


= .in (0,-0,), .in K-«,), .in («,-«,). 


^ ^^^B 


Weil unter der gemacliteo VorBuaactzung das Prodact 


' 'lit^l 


«»(»,-»,) ..in (..-«,) .in {«,-.,) 


'i^^^H 


positiv ist, .0 ist nach 21) uvler dieser Vorausaelzung 


"^^H 


e> 


,, 1H 


2«) 2A - ,i„ ,„_ _ ._, ,i„ ,„__.,, .i„ „, _ „,,■ 


Bezeichnet maD die deD Seiten »,, «, . «, eDtsprecheodcn 


Bohen ■ 


'des fehleneigenden Dreiecks resjiective durch ^,, Ä„ A„ a 


u ■ 


i. = f,/,, = f.i,,=f, 


1 


»d fplglitli nach dem Vorhergehenden 


^^fl 


( i — " 


^H 




OQ\ / I 1 ** 


^^1 




, ' 1 * ** 


ti^i^^l 


l ■ ""«"(»,-",1' 


91 


1 


™' *■'■'''•-*. ml",-..). im.. -.,).in(»,-«,) 


31) i, /,,;!, =±2Ae, 


' J 


32) = ±^i|^'. 


'"^IH 


ich ist 


^^^H 


'''Tit^ ="»(., -«.).in(«.-«.|.inK-«.l 


' 1 


iclit überzeugt man sit-h auch von der Ricliligkeit der 
geaden Relationen: 


-fl 


■ 


. 1 ,.«in«.-,,sin«,+.,sin«,^0. 


■ 


■^'^ i -,cos«,-,,cos«, + ,.cos«,==ü. 


1 


! r der Balbmesaer des um das fchlerzei elende Dreieck bi 


eschrie* fl 


len Kreises, so ist bekunatlicli 


V 


Ttrll IV. 23 


^^ 




:i durcL die GlcichungeD 1) charakterUirtcii 
in Punkte BcLneiden sollen, so muss ^=U, 
e @ = 0, il. i. Docii 17' 

(.TiSina, — ^,cosa,)Biii(a, — «,) 

+ {.^,Bin«.~y,cosa,) sin («,-«,) 

sein, wobei nuf der Stelle erhellen wird, dosa diese GleicbuDg 
eigentlich die Grundg-leichuDg des gewöhnlich nach Pothenot be- 
nanDten Prohlems ist. Leicht briogt man die vorhergehende Glei- 
cbuDg auf die Form 



(^ 






( J Bin (a, 



-|-(y, — y^ siD(a, — a,) sjd (a, — u,) 
f , {y.-y,)coB(«,-aJsia(a.-«, 

\-^{v.~y,) f^i" («. - «,) CO« (". -«. 



woraus aicb sogleich 

a:, — Xt — (y» — y,)c<it(ci 



'.)-Cy.-y.)tot(«,-«i) J 



"y. — y.+(j^,— .ri)eut(o,— o,) + (a:,— ar,)cot(«, 
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ergiebt, ud<I tilao erliellct, ünse der Wiukel u, bloss nus den Coor- 
dinsten ^i t y, i -^i, ffi ; ^^ tft "'"' ^^'' öiffcenicu a, — a,, 
a, — B, bestimmt werdcD kann, nelchpa das Torziiglicb 6em Po- 
theout'Bclien Problem Rum Grunde liegende Princip ist. Weitere 
ICiitwickeliiDgeD Über dieaen Gegenstand hallen wir aber nach den 
in dem Aufsutxe No. XIV. im ersten Tbeile des Archivs angeBlell- 
ten ßetracbtu Offen un diesem ürte liir ülierflüsBig. and können die- 
selben füglieh dem Leser überlaBgeii. 



XXXIX. 

Verscbiedeiie matliematisclic Bemerkungen und 
Aufsätze. 



Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

k. k. Profesanr der Matheu 



, Benierkunffen zu dem Aufsatze auf Seit« 57 im ersten 
p Theile des Arclivs. 

* Der in diesem Aufsatze auf combtnatoriscbcm Wege erwiesene 
l«liraBt2 : 

t.Alle ganceu Zahlen kann man aus den Gliedern der nach den 

Potenzen von 2 fortgebenden geometrischen Progression, so 

dass jedes Glied nur eiumal vorkommt, durch Addition bilden 

und zwar nur auf eine einsige Weise;" 

laut sieb als eine höchst einfache Folgerung aus dem leicht nach- 

■ Kjweiseuden Salze entoebmen, „ilass jede Zahl nach dem dyadi- 

^ohen ZifTerajsteme , in welchem man sich nur der Zifteru und 1 

^^«adient, geschriehen werden kann, und zwar auf nicht mehr als 

■""ine Weise;' 

Uebrigens kann man, bloss auf die Lehre vom Theilen ge- 
balzt, den allgemeiDCn Satz erweisen: 

,,Jede Anzahl lässt sich als algebraiacbe Sanmc von 
Vielfachen der naturlichen Potenzen jeder diel über- 
steigenden AnzRbl BO darstelleu, dass die tbci 




liclil tri'üaaer ulg ilip 



3 poteozirte und n ilie danustelleDde Anzalil, upd 
»,,.,-. »Fr die al gell mischen itlullipUcaloreii für die 



ijüll der Forderung gemäi 



« — »»„ + («, H- m^a -P . . . . + w,fl'-i) a 
oder aiirL, wenn man 



Die Aufgabe ist also darauf zurückgefüLrt, dasB ma 
zahl n vorerst nur aus den beiden niedrigsten Poleuxen v 
millten und ersten, nüinlich aus einem Vielfaclien, dem n,faGbei) ! 
von n und aus einer möglichst kleinen, [lositiren oder negalivi 
Anzabl »t,, zusammenzusetzen hat; folglich dsss mau die darzustel- 
lende Anzahl n durch die zu potenzireude a dergestalt iheilen soll«, I 
dasH der Rest mü|;licbBt klein, initbio der Quotus nächst ziistiiiiiii||: I 
ausfalle. Dann ist der Mulliplicator *»„ von a" jener möglicli f 
kleinste Rest und der Multiplicator », von «' dieser nächst i~ 
srimmige Quotüs; nämlicb, ^cnn man nicht erst noch neui ~ 
einführen wilh 

OTg ^ möglich kleinster Kest von n:a. 

n-, = nächst zustimmiger Quolus von /* : a. 

Weil nun eine solche Theitung jederzeit, aher auch nur auf ti 
einzige Art, ausführbar ist, so kann anch jede Anzabl m imii 
und zwar nur auf Kine Weise, aus den möglich kleinsten 
eben der Potenzen a" und a' algehraisch luaaniniciigesetxt i 

So wie aber » zusammengesetzt wird, eben so wird sieb 4 
QuotuB 



neuerdings zusarnntensetzeD lassen; es wird nämlich sein: 
m,^ möglich kleinster Rest von n, : n, und 



^nächst zustioimiger Quutus von u, : a. 

Wenn man demnach die zusammenzuselienile Anzahl n dnrchjl 
"otenzirendc a so theilt, dass der Rest möglichst klein a 
renn man d(^n Quolus. und auf gleiche Weise jeden n 
Qnotus, wieder so theilt, dass der Resi immer so klein I 



IaSglicfi auafällt: tu sind di« der Ordnung nacb eich erhellenden 
Reste die gewiluacblen IVIultiiiliciitoreD >«„, m,, m,, .... Rri wegen 
■>>-l wird jeder nacirolfcende Quotus wenis:sleti3 auf die BÜlfte 
des vorbergehenden, niichia endlicli einmul einer unter a selbst, 
herabsinken und bei ibm die Rechnung olibrecheD. 

Ist iosbesodere cr=2, so sind die möglicb kleinsten Reste, 
daher «neb die Mulliplicatoren und 1; und darin. liegt der obi^e 
Satz. Ist aber a^3, sü werden die möglich kleinslen Reste, 
folglicb auch die Multiplicatoren, — 1, 0, I ; und aomit \at der, in 
dem cicirten Aufstitze auch augefiibrtc Satz erwiesen, „düss man 
jede Anzahl aus den natijrlicbeu Potenzen von 3 durch Addition 
und SubtractioD, und zwar nur auf Eine Weise, bilden kann". 



Runs 


des 


nd 


em 


A 


rch 


ve.Th 


eill. 


n Ca 


jcbv 


s Et 


eg 


ra 


ndu 


ng der 


Dif- 


g aus 


gea( 


ro 


he 


n 


n Tadels. 





Der Herr Herausgeher des Archivs leitet die citirte Abhanil- 
lung mit folgenden Worten ein; 

„ÜBucby bat bekanntlich die Entwickelnng der wichtigen Dif- 
ferentialquolieoteu der Functionen lug x und a^ auf den ijalz ge- 

■ gründet, duss sich die Grosse (I + @) ^, weun @ sich der Null 
Dähert, der Summe der couvergirenden Reihe 1, Y» psi f o j ' ■■■•' 
welche wir wie gewöbnlicb durch e bezeichnen wollen, als ihrer 
Gränze nähert, ...." 

Auf der nächsten Seite fahrt er fort; 

,, Gegen den von Caucby gegebenen Beweis des .... erwähnten 
ISatzes bat aber Herr Liouville in seinem Journal (Aoüt. ISiO. 
p, 280) die sehr gegründete Einwendung geniacbt, dass demselben 

die Annahme zum Grunde liege, daas das Prodnct (1 — — ) (1 — ~) 

.... (1 — "" - ) fiir (« = ic der Einheit gleich werde, weiches 
iwBr dann seine Richtigkeit hübe, wenn n eine bestimmte von m 
anabhängige Zahl sei, sich über dann offenbar nicht mehr behanp- 
len lasse, wenn m von m abhängig, z. B. a^m oder u-^m — I 
sei, . . .." 

Allein Caucby stützt sowohl in seinem Kesum^ des Lebens 
.... anr le caicul inlinit^simal. 4. Paris. 1823. pag. 2, als 
such in der verbesserten Ausgabe eines Theils dieses WerSes, näm- 
lich in seiueo l.e!;uns sur le caicul dilTerentiel. 4. Paris. 1829. p. 'i, 
die Herleitung der in Itede siebenden Differentialquatienten, in letz- 
ter Instanz, auf folgende, wörilicb aiSo loutcnde Stelle: 

„Si Ton suppoac d'abord ta quantite a, positive et de la forme 

— , m designani un nombre enli,er variable et BUsceptible d'un ac- 
ind^Hni, ou aura 



Camine, daus le aecand mcmtire de cette derorere formule, ha (er- 
mea r|ui rcnferineut lo quantit^ m noat taus [tOBitifs. et croiaient 
tD laleurs et eu Dumbre eu mäme tempa que cettc quaotiU, il rat 

1 (1-1 ') croitra elle^mSme avec le Doni- 

Dtre les dem 



clair que l'ex[j 

bre enlier m, cd dcmeiiraut toujoura comjir 



S + etc. = 1 + 1 + 1 =3i 
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afpn 



indermimeul 



lour des viileurs cruisaHulet 
1 eütre 2 et 3. Cette li- 
mite est un oombre qui joue an grand röle dans le calcul inGni- 
lesimni, est qu'i>n est convenu de desieqer |»ur la lettre «," 

Cauchy lässt eicL demoacb gut aicut darauf eia , die GreiucB 
der elDEelDen (ilieder der eDtwickcltea Bioümial -Puteaz für eine 
aneadlich wachaeude Anzahl m BufiusDcliea, Bondern benutzt dieu 



BntwickluDgf bloB», um das stete Warbi 
den Anzalilen *2 und 3, also die Aouäbi 
eine Rxc Grenzzabti, die er e neunt, zu 
er keineswegs , dass die Greuze dies« 



Polens iwisciH 
Piiteoz aelbst iB 
Darum erwähnt 
tnickelten Potent die 



Kumme I + -r- -I- t-t + ■ „ . + . . . . sei, noch weniger bezeicli- 
net er diese Summe durch e, sondern er versteht unter e die 
Grenze, der sich die Binomial-Putcäz (1 + —) , hei dem unenil- 
liehen Stellten der Anziibl f», unbealimnit nähert, wie auch immer 
die succeasiveu Wertke dieser Potenz berechnet werden mögen nnd 
jene Grenze derselben gefundcu werden m»|^. Ihm genügt, für 
seine Herleituug der DiHerentialquotieuten, die hlosge Nachweisuog 
der Rxistcnz einer solchen Grenze^ da er die Grösse derselben 
für diesen Zweck gar nicht zu kennen braucht. 

Jedoch in den Pr^liminaires der oben augeliihrlen jüngeren l.e- 
guna, piig. 10, nicht aber in dem alteren R^ume, fährt Cauchy, ur 
Erläuterung der Uonvergenz der Keihcn. folgemles Beispiel an: 

tloe s^rie digne de remorque est ci>1If, qu'un ohtieut, luraqiw. 
dans le deve]u|ipenent de rexprcasiou 



«-i-=) ='+=+? 



-raTä"- 



•■ fait Converter le nainbre ci 
rie, dont les diff^reata teroies s 



er m vera lu limite ac. Cetle 
t rcBpectivemcDt 



raste cunvergeBle . " 

Hier acliliesst Oaucliy ullerilings aus dei GreDzforai der An- 
faDgsglieder tler Reihe, id eiucr nicht gpnu^aHm be^rüuileten In- 
ductioD, auf die GreDsrurm ihres all^emeineD Gliedes, intl 
stillschweigend 




lim (1 — -^)(l- 



=;)('- 



{l- 



-) = 1, für lim m = » 



gelleu läsBt. 

Diese fitelle ist es demnach, welche von Liouville's Tadel mit 
Recht getroffen werden koDoie-, ob er sich aber wirklich anf sie 
beziehe, vermag ich nicht zu entscheiden, da ich den Jahrgang 1S40 
aeines Jaura^ls niclit mehr besitze. Mit dieser Stelle bangt jedoch 
die später, pag. 19, folgende Rutwickelung der DiffcreutiulnuotieDten 
logarithmiacher und eiKponentieller Functinnen durchaus nicht zu- 
BiiiBBieu; was auch Hchuu daraus einleuchtet, daas dieselbe in dem 
Kesume gar nicht vorkommt. Mithin ist diese bin twickelung 
Über die ihm zugemuthete Unrichtigkeit vnllig erhaben; 
was diese Zeltea zu beweisen einzig beabsichtigten. 
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I) Die hier vom Derru Directur üschweiler aufgestellte 
gante Ueslimmung des ^ichwerpunktes eines sphärischen Dreiei 
halte ieh bereits im Jubre 183() seibat gefunden; ich holl'e, er nei 
nir ^ern eeslatteo , seinem Aufsätze Folgendes von meinem if 
ligen Kunde anzusehlieHsen. 

1. Nach seiuer Ableiiung (S. 7 und Taf. VII. Kiff. ^.) ist das 
«talische Uomeut eines sphärisuheu Dreieckes ABC in Bezug auf 
die Ebene des zu dem Kugellialbmesser OA einer Dreiecksspitzc 
A senkrechten grpsäten Kreises, d. h. das Product ans dem Flä- 
cheninhalte e des sphärischen Dreieckes in den Abstand - 
uineB Schwerpunktes von jener krcisebene := i« . sin ä siny. Der 
«rste Factor ^a dieses ProiTuctcB gieht den Flächeninhalt des Kreis- 
«BBBchnittes BOC an, welcher der jener Dreiecksspitze A gegen- 
über liegenden DreiecksseiCe BC zugehört. Der zweite Factor 
ainAgin/^Binrsini? drück) den Ahstiind derselben Dreiecks spitze 
' Ebene dieser Dreiecksseite BC aus. Mithin ist das 



Intische Mo 
ckes ABC in Be 



auf die Ebene dt 
)rciccksBi.iize A 
in Folc gi'lintigcn, 



eoi Abstanile der Dreiflcki^ 
ntgegen liegenileu Seite 
" " " Dgebörigea 



r Seite 



gleicli dem Producte ans d 
spitze von der Ebene der il 
ßC in den FläclieDinlialt A 
Kreisausscbnittes BOC. 

2. Es dürfte wubl oiclit »line iDtcresse sein, dieseu Ausdruck 
des Btutisclien MomeDtes eioes sphärtscheD Dreieckes auch mittels 
einer elementaren Betrachtung aufzuBtelleo. In dieser Absicht thei- 
len wir die Seile BC (Taf. VII. Fig;. 4.) des Dreieckes ABC in 
beliebig viele und beliebig grosse Stücke, und tubren durck alle 
TheituDgKpunkle nacb der gegenüber liegenden Spitze ji Uogea 
grÜBster Kreise, und zwischen jeden zwei benacbbarten'soleben 
Kreisbo(^eD, wie AD und AE. um dieselbe Spitze .-/ als Pol, Bo- 
gen kleinerer Kreise, wie DF und EG. So wird dem Kugel- 
dreiecke JOE nicht bloss ein kleineres Dreieck ADF einge- 
schrieben, sondern auch ein grosseres AEG umgescb rieben, tod 
denen jedes ein Ausschnitt der Seitenfläche eines KugelabschnittM 
ist. Sind HD und HF Halbmesser der GrundeKene des ersteren 
'Kugelabschnittes, so ist ..^/f seine Höhe und der Inhalt seiner Sei- 
tenflüche = 2;[ . .^/^. Zu ihm vcrbält sich der Inhalt des Dreieck« 
ADF, wie zur vollen Umdrehung 2w der Wiukel ttAE, den wir 
durch p bezeichnen wollen; mitbin \i\. t:,ADF -={^11 .AH:%t(). 
in^a\.A/t, oder wenn wir den Bogen AD^u setzen, ^^(1 — 
AB=^^ annehmen, ^AEGt= 



Des Kugelabschnittes, an 
1 die halbe Höhe des Ah- 
izielieu wir defflnach die 
lur Dreiecksepitze A als 
t von ihr der Schwer 



cos»J. Aeltnlicb inuss, wenn 
y{l — cos«') seiu- 

Dcr Scbwerpiinkt der Seitenfläclie 
wie Jedes Ausschnittes derselben, steht 
scbuitteä vuu seiner GruDdebeue ab, 
statischen Momente auf die Ebene de: 

einem Pole gcbörigen grüssten Kreises, __ .__ .__ 

puukt des Dreieckes J-OF den Absland On-A-^HA=.\(OA-Y 
&^)^i(l + cos«'), mithiD aoalog jener des Dreieckes .j£& liea 
Absfand -^(1 + cusm'); und der eratere Abstand ist oFTenhar grösser, 
der letztere aber kleiner als der Abstand des Scbwerpnnkles dfs 
Dreieckes ADE selbst von der lUomenlenebeae. 

Daraus folgt nun, dnas das Moment des Dreieckes ABB, 
d. i. das Product aus seinem Inhalte und aus dem Abstände aeinu 
Schwerpunktes von der Momenteoebene, wenn man dessen Factor» 
einmal durch kleinere, ein andermal dureh grössere ersetzt, 

>5P(1— ■co8«).i{l+co3»') und -^^[(l— eosw').j(l-|.cos«») 



Zur ferneren Umgestaltung dieser einschränkenden Grenzen selzea 
wir DE = V, ABB = w, AEB = cu'; dann ist im Drciedto 
ADE 



ind im Dreiecke ABE 



folglich, ivei 



r mulliplirircii und abkürzen. 



dnber, wenn maii durch 
Obigen, ilim gleichen sin 




UiÜiiD zeigt sieb dua Moment des Drüieckes ADE 

(l-cos«)(l + c.>i.i.-) /)F 



Nno ist (las Moment des Dreiecke« ABC G;leicli der Summe i 
Momente aller dasselbe coDstituireodca Dreiecke, wie ADE, fulgi 
lieh grosser als die Summe oller uoteren und kleiner als die Sui 
aller ohercn Greozen der Momente der Dreiecke ADE für sämmt- 
licLe Theile v^DE der Seite BC^a. 

r demoBch olle Tlieile u der.Seite iErCnoeDdlicb ab- 
nehmen, so nimmt auch der Winkel ip unendlich ab, und die Kreis- 
bogen w und m' üäherD sich unendlich ihrer Uleicbheit; daher strc- 

cben Grenze 1, die Pr'oducte {l— cohw) (1-4-cosm'}, (1- 
^(L-f-coaw) und sinusiUH' ihrer gemeinsamen Greozo I — cob«' = 
linw' zu; die Ku^eldreieckc DEF und DEG , nclche an F und 
C reclittvinklig sind, nähern sich unendlich ihrer Auaebouog, fulg- 
licli dem Zustande, in welchem jO/'=UBintü' uud EG^vsinat 
i«i kurz, das Proiluct der in den Ausdrücken der einscliränken- 
. __.! als Kactnren vorkommenden Uuoticaten strebt seiner 
Grenze 1 ohne feinde zu. 

Bei der Summlrung sämmtHcher Werthe der gleicbnamtgea 
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Grenieti der Momente uller constitutirco Dreiecke konint iht ge- 
meinscbaftlicLer Factor .Jsinrsiujä mit der Summe vod lauter Pro - 
ducten zu multiplicireuj in denCD die eiuen Factoreo einer ^emein- 
H&meD Grenze zustreben ; -daher ist letztere Summe gleicii den 
Producle dieser gemtiusumen Grenze, — liier 1 — in di« Nutsme 
aller zweiten Pnctoreo') — hier in ili« Summe uller Bestaudstücke 
ti der Seile BCi=a, d. i. iu die Seite a Heibst. Mitbin strebt 
sowohl die untere «Ib aucb die obere Grenze des Moments Tom 
Dreiecke ABC derselben Grenze | sine sin ;8.ö ubne Ende zn; 
fol)i;lich musa dieses Moment eben dieser Grenze ^aaincsin^ gleieli 
sein, welche man tiucb durch ^-aaiqAsln/ ausdrücken kann. 



Neu. 



r Gleichheit \ 
ilepipede voi 



allelepipede 



I 



eichen Grundebenen 
mir bekannten Lebrbn- 
cbern der Stereometrie bloss für den sehr eing-esciiränkten Fall er- 
wiesen, wo die Grundebenen congrueut sind; auch drängen aich in 
den zum Beweise dienenden Pigurea die Linien in einen so enges 
Baum zasammen, dass besonders in öffentlichen Vorlesungen ixt 
Siebten und UeberBehcn derselben den ZabSrern sehr bescEmrlick 
fällt. Der folgende Beweis, den ich im Jubrc 1S38 fand, ist van 
beiden Mängeln frei. 

I. Zuvörderst betracbteu wir dtii Fall, wo die gleiebcfl 
Grundebenen der Pi<rallelepipede je eine Grundkante ObJ 
den Kantenwinkel an ihr gleieli haben. 

Hier gehören daher ^u den gleichen Grundkanten, als Grund- 
linien der piirallclogrammischen Grundebenen, auch gleicbe B6bai, 
d. b. gleiche Ülntfernungcn von den iittrallelen Seiten. 

In dem einen Parullelepipede ACEG (Taf.VII. Fig. 5.) eiwei- 
tern wir nun die Grundebene AC und die parallelen limndkBDleB 
AB und CD, welche den Gruodkanten iiti und cd des andern 
l'arullelepipeds aeeg gleich sein sollen. Zwischen diesen verlängtr- 
ten Grundkanten und nit den erateren Purallelepipede auf die ÜB- 
licbe Seite der Grundebene stellen wir das zweite Parallelepipai 
aceg dergestalt auf, duss die ^teicben Grundkoaten paarweise in 
einerlei berade zu liegen kommen, die OefTnungen der gleichBi 
Kantenwinkel an ihnen nach einerlei Gegend gerichtet sind nad 
die Parallelepipede seihst nirgends zusammentreffen. In dieser Stel- 
lung fallen die erweiterten zweiten Schenkel der gteichea KanMi- 
winkel , so wie aucb die erweiterten zweiten (irundebeneo der 
gleicbboben Parallelepipede, iu eine li)bene zusammen; und die PS' 
rallelepipede machon mit einem zwischen ihnen steheoilen sciüitt 
abgcBclinittenen Prisma BdFh ein eben solches Prisma AeEg Ut> 



') Demi, bekanotlicb ist, nai:h Csu<:hy (vergl. .i 
S. OT3), n«-H«'«'-|-n"«''-t-,.,. = (n^-«■-|- 
a", ....); folglich, wenn liBia = liuj(i' = lima" = 



Archiv. Tbeil I, 
).Me<l.(a>. 



NuDmelir laa^t sicli kJclit oncbweiBeD, i»aa die scbief abse- 
■ chnitteuen Prismen ^4dEh uod BcFg coaataeoi Biod.. 
Denn 1) sinil alle parüllele Kaoteu, als Seilen ileBaeiben Parallel- 
cpipeds, gleich, wie AE=:HF, ae = 6f....; 2) sind jede /.wei 
iu einer <>erudeu gelegene kanlen gleich, wie Aa-^ Bb, Ee-^ 
Ff u. dgl., weil Bie aus eleieheo Stückeo bestebea, da AB 7:=: ab, 
also aucii AB-\- Ba^Ba-\-a6, d. i. A» = Bli ist; daher siod 
3) nicbt DUr die Winkel der gleichgericbteteo Kanten gleich, wie 
BAtt=CBl,,EAa^FBl,.,.., Bondero auch 4) die Winkel der 
gleicbgeatreckten Kbenett gleich, wie die der Ebenen ^^Qud BO 
nit den sie scLneidcDden Ebenen Ae oder Bf, u. dgl. Denkt matt 
Bicb daber cid solches Prisma, BcFg, zu dein andern AilElt der- 
gestalt gehracbt, dsss eine Kopte Bb mit der ihr gleichen Aa^ 
Dod »o ihr die gleichen Kantenwinkel überein fallen; so fällt die 
Seitenebene BG auf die congrueote AH und die Seitenekiene bg 
auf die congruente a/i, iaithin auch jede Ecke des erateren Prisma 
in eine des letzteren; das Prisma BcFg wird gleichsam awiacben 
der ea einbiillendcn parallelepi|iedlBchen Fläcbe AfHcA um da» 
Stück AB von B gegen A geachohen und erfüllt so ganz das an- 
dere Prisma AilEli. Da nun in dieser Sti^tlung beider Prismen 
jeder LTnterecbied zwischen ihoeu uufgehuhen erscheint, so sind sie 
coogruent. 

Zielt iiiiiu demnach von diesen congruenten Prismeo AdEk 
und BcFg das ihnen gemeinschaftliche BdFh, oder sie selbst von 
dem ganxen Prisma AcEg ab, so müssen die Reste, welche gerade 
die mit einander zu vergleiclienden ACEG und aceg siud, gleich 
rruBs sciu. 

II. In jedem anderen Falle muss, weil die Grundcbeneo 
der Parallelepipcde Parelleiogramme und einander gleicb sind, in 
jeder (irundebeue wenigstens Eine Hübe kleiner oder nur 

ebene sein. Denn der FläcbeniuhalC eines Parnllelogramins gleicht 
dem Producte aus einer Seite (der Grundlinie) in ibre Höhe, uml 
jede Seite desaelheu ist wenigstens so gross, wenn nicht grösser, 
als die der anstossenden Seite zakommeude Höhe; folglich ist der 
Fläclieniubalt des Purallelogrnmms nie kleiner als das Product .sei- 
ner beiden Höhen und nie grosser als das Product zweier zusum- 
meustosscnden Seiten. Bei zwei gleichen Parallelogrammen, wie 
hier die Grundebenen sind, ist demuach das Product der Höhen des 
einen sicher nie grösser als das Product zweier zusammenstak 
den Seiten des anderen. Daraus folgt sogleicb, dass oie beide 
Hoben des einen Parellelogramms zugleich grösser sein könoen 
als jede der Seiten des gleicben anderen Parellelogramms. 

Sei nun die zur Seite AB (Taf. VII, Fig. 6.) der (Jrundebeue 
JC gehörige Höhe, d. i. der Ahstaud der zwei parallelen .Seilen 
JB und CD von einander, nicht grösser als die Seite ab der 
Grundehene des zweiten Parallelepipeds aceg. Dann kann man 
xwischen jenen Parallelen und ihren Verlangerungen durch jedeu 
Punkt a wenigstens Rioe der Seile ah gleiche Gerade ab führen. 
Zieht man zu dieser in demselben Abstände, wie die Parallelen ab 
und rd, die cb parallel, so ist das entstehende Parellelogramm HC 
dem andern ar. gleich, weil sie die GrunilHnien ab und ab sammt 
den zugehörigen Höhen gleicb haben. Nach der Annahme ist aber 
Mcb AC=:ac, daher auch noch AC=.a.i- Beide Parelie lug ramme 



i 



liegen überdiess zwischen einerlei Parnllelea, mithiu hüben sie auch 
ifire GrundliDicD gleich, AB-:=a^. Kurz das Parnlleloa^raDtm ac 
bat mit jeden der zwei einander und ihm gleichen Pnrelleloi^raniiiie 
JCanA ae eine Grundlinie und ihre üühe gleich. 

Verlängern wir endlich die Parnllelen ab und cb, und stellen 
wir auf sie die ihnen gleichen Grundkanten a6 und cd des Paral- 
lelepipeds aceg; erweitern wir dann die durch Alt und Cß, so 
wie die durch ai und cfi gebenden !JeilenebeDeD> und die von der 
Grundehepb ACac gleichweit uhstehcndeu, ulso in Eine Hbenc in- 
sammenfallenden Grundehenen EG und eg; so begrenzt dies Panr 
Grundebenen mit jenen zwei Paaren parelleler äeilencbeneD ein 
neues Parallelepiped Qceg. — Für die Darstellung bleibt es hierbei 
Torthcilboft, die Gerade at) su weit von der Grundehcne AC und von 
ihr die Grundebene ac so weit entfernt zu ballen, dnes keine zwei 
Parallelepiped e irgend wo zusammentreffen. — Alit diesem dritten 
Parallelepipede att^ hat nun, vermöge seiner BotstehiiDg. jedes der 
zwei Parnllelepipede ^C£& und ac^g-, ausser der Gruedebene und 
Höhe, auch noch eine Grundkante und an ihr den Kantenwiokel 
gleicb; mithin sind sie, dem vorigen Falle gemäss, ihm einzeln 
gleich, daher auch einiinder selbst gleicb. 

Der behauptete Satz gilt demnach gan^ allgemein. 



XL. 

Heber die höheren DiffcrentialqaoüeDten 
einiger Functionen, 



Herrn Doclor O. Srblömilch 



I. Wir wollen uns zunächst mit den höheren DifTereuzialiiuti 
lienlen der häufig varkommeudeD Function 



beichaftigen. Durrb suucessivo DilTerenziuliun derselben, unter bi 
ständiger Anirendung der Sä'.ie 
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dx ~ ' dx ~^' dx^^ dx 
findet oiad folgende Reihe voo Gleichuogeo: 

d% 
■ = (+4,«_2)l** 



■% 



.-%' 



g = (-h 16«* - 48*» + 12)7' 
= (— 32*» + 160;8« — 120«)?"' 

^ = (+ 64«« — 480** + 72Ö«» — 120)7*' 

u. s. f. 

und wir müssen nun in diesellien ein Gesetz zu bringen suchen. 

Mau bemerkt zunächst, dass die erste Vertikalreibe nach Po- 
tenzen von 2« fortgeht; wir wollen daher aus den Coeffizienten in 
den anderen ebenfalls so hohe Potenzen von 2 ausscheiden, als die 
daneben stehenden Potenzen von % sind, damit sämmtlicbe Hori- 
zontalreihen nach Potenzen von 2x fortlaufen. Es wird nun 

dff ,rt v"*' 

/ 

^ = + [(2*)» - 21 J*' 



-«^ 



-S» 



g=-[(2*)»~6(2*)le 

g = + 1(2«)* - 12(2«)«+ 12]7*' 

0= - [(2*)» - 20(2«)» + 60(2«)]^ 

^ = + [(2«)* - 30(2«)* + 180(2«)» — 12017** 

u. s. f. 

und es handelt sich jetzt noch um die independente Bestimmung der 
Coeffizienten der Potenzen von 2«, nämlich 

1 

1,2, 
1.6, 
1, 12, 12, 

1, 20, 60, 

1, 30, 180, 120 




Zerlegt man die Z&lilen, der zweiten Vertiksireibe iu Pnctareo , lo 
bemerkt man leicht das Gesetz: 2^3.1, 6^3.2, 12 = 4.3, 
30 = 5.4, 30 = 6.5, so daas diese Zahlen unter iler Porni ft(n—l) 
^2m, zu stehen sclieinen, wenn wir mit i». den zweiten 8iaa- 
mialkoeffizienten des Expouenten m bezeichnen. Die Zahlen der 
vierten Vertikiilreihe bähen den gemcinschaftlicben Factor 12^3.4, 
und tassen sich anf folgende Weise schreiben: 12:=3. 4 , T~ n'\ '' \ ' 
60=3.4.^44^, 180 = 3.4.5444, was auf das 



.2.3.4' 
3.4.M, hinzudeuten scbeiot. 
miisaten demnach tod der For 
die Zahl 120 für » = 6 pesst. 
Coefflzieuleo annehmen und i 



TTsTi- ""■ "-■ »"• '='"•" 
Zahlen der vierten Vertikalreihe 
.5.6.», sein, euf welche auch 
rir wollen nun dieses Gesetz der 
len, ob es für den (M-rt-l)teii 
l)t, wenn es fitr den »ten gilt. 



g=(-l).|(2.)"-Ä_,(2»)-'-l-,l,-4(2»)"-<- . ... I«"' (ä) 
und irgend ein Coeßizieat 

uJeo der folgende 

Ä-3r-2 = (r + 2)(r + 3)...,(2r + 2)«2r+^E (4) 
EO mÜBBte gleichförmig für 

JS=(- 1)-H[(2:.)"i-J.'-1(2.)— +a'-,(2.)-s-....|^" I'I 
nuch 

X-!M.i = (>-+l)(r + 2)....Jr.(« + l)„ 



., = (r + 2)(r + 3 



.(2r + 2).(» + lK„ (7) 



Bein, wie man Eosleieli erkennt, wenn man n+1 für «setzt. Man 
erhalt aber die GleicLung (a) aua (3) durch Differenzialion ätt 
letzteren; diess gibt hei wirklieber Auafiilirung 



= {-l)-+'|(2,)" 



j(2.)->+A-,(2s )■-•-. ...|. 



I- ( - !)"■" I- 2» (2a)"-i + 2 (« _ 2) ^.-s (2.)- 
-2(»-l)Ä_i(2») 
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Vergleicht man diess mit der Gleichnng (5), bo ist 



1 


j^n^l = 2« •+- Jn^f 


X 


n-hl n n 


1 


n4-l *• n 
Jn-5 = 2(ji — 4) ^^-4 + Jn-6 


- 


D. 8. f. 


oder allgemeiD 


• 



An-2r^\ = 2 (» — 2r) -^j,— 2r + ^j,— 2r— 2. 

Nehmen wir jetzt das oben ausgesprochene Bildungsgesetz für den 

H 

iiten Differentialqiiotienten als richt^ an und substituiren für^n— 2r 

H 

QDd ^ii~2r— 2 die in (3) und (4) gegebenen Werthe, so ist 

iH-l 

J„_2r-i = 2(»— 2r) (r-H 1) (r-l-2) . . . . 2r . «2r 

+ (r + 2)(r + 3) ....(2r + 2)#»2r+2 
=(r-h2)(r+3). . ; .2^ [2(»— 2r) (r-|-l)«2r+(2r^l) (2f-|-2)«2^1. 

Es ist aber (» — 2r) «ar == (2r -4- 1) «jjr+i und 2(r-hl) = ?r-f-2, 
felglich 

J^2^i=i:(r + 2)(r+3)....2r(2r+l)(2r + 2)[ii2r+i-hii2i^l 

•der unter Anwendung eines bekannten Satzes von den Binomial- 
koefBzienten ' 

^^2r-l = (»• + 2) (r -h 3) (2r -4- 2) («• + l)2r+2. ' 

Dieser Ausdruck, ist aber mit dem in (7) identisch, welcher letztere 
MS (4) dadurch abgeleitet worden war, dass «+1 für m gesetzt 
wurde. Das Bildungsgesetz unserer Coeffizienten gilt daher für den 
(•rl-l^ten Differenzialquotienten, wenn es für den Mten richtig ist, 
i h. es gilt allgemein , da es für den ersten IMfierentialquotienten 
flUjtigkeit besitzt. 

Hetzen wir nun in der Gleichung (2) die Werthe der A ein, 
10 ergiebt sich: ' ^ 

:5:(— 1)«[(2*)*— 2<i, (2»)«-»H^3.4»4 (2*)*«-^— 4.5.6». (2«)'-6) t^> 

"T* • • • *M^ 

Fimmt «an »szamj wo a eine Constante ist, so wird d»'*=a^du^y 
4gUch 



— (_«)"|(2fft/}"-2«,(2««.)"-2+3.4»,(2a«)'^'— ....|7 
womit die geitelltc Aufgule iillgemeiD gelöat ist. 



II. Aus dem Vi.rigen liksat sich aucli leiclit der 
DifferenzialquotiFiiten 


Uerth df. 


-r- 




nbleitcD. 

Aus ilcni bekaDDten ftatze 




^;«=^Sh-t£-£?,+-. 




erliült man uämlicli für p=.ii, f/:=e 




<i"(«7" " ) d^ü"* " ) . i^-l(7" " 





fDlglicIi, neuD wir für die rechte Seite die gefuDdeneD Wcrthe o» 
(9) suLstituirGn und wieder .^„-2, J„-t etc. zur Abiiiirzuiig brBUcUit 



= (_ «)"« ((2b«)" — J„_3 (2o«)"-2 +^„_i (2o„)"-4 _ . . , 

+ (_ uY-^» ((2««)— 1 -X-a {2«.)—^ + 7,Lb (2fl« )«-5 - . . 

=i(— l)"«''-"|l2««.)"+i— .Ä-2(2a«)''-i+v5„_,{2««)--»— .. 

+ ^ (— l)-«—! r— 2« p««)"-! + 2» -7„_ä ( 2w)''-» — . . . 

NebioeD wir i!ie CuefUzienteD gletcfacr Potenzen von 2»« i 
neo und bezeicbnen die neuen CoefTizicnt^n mit B„^ 



.-«V 



' I =(r+l)(r + 2)....2r.«a. 

+ 2«.^(rH-l)(r+2)....(2r-2).(«- 
= (r+l){r+2)....(2r-2)[(2r-l)2r.»a.+2«r.(«_ 
= (r+l){r+2)....{2r-2).2r[(2r-I)«2,-H«.U_lii5 

NuD ist aher m. («— l)i,^2r={2r— I) . »5^1, fwlglicti 
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/>„_,,+, = (c H- 1) fr- + 2) . . . . (2r — 2) (i,- - 1) 2r |«» + n^,] 
= ('-+l)(' + 2)....2r.(»+l)!r. 
Setieu wir nuD r — 0, 1, 2, 3, ... . so wird 



1 



= U-i)"' 



1 [(2«n)"-i 



— 2{»-f-l), C^««)«-! 
-3. 4{«-f-l). (2aw)''- 



Wir wollen nun einige Anne ndun gen der g;cfundeneii I 
und (10) mittlieileu. 

111. Es sind folgende Integrale beknnni: 



aen y 
wird 



-'■Pf =/,*■"■ 



ersten lDte|i;rulc A = u' und dlETerenzüreD maai 
w wie früher o constant für die Integration bleibt, 



die Differenzintioi 



. Integrale rechts für "- 



Ulf der linken Seite 



, setzt unter 



(ö) für a = .-K, nnd inleerirt die einzelnen Glieder rechts noch 
Formel (12), so ergiebt sicli folgender 



Wcrth aus der Gleichung 
:lnen Glieder recl 

ithmetische Satz: 



= 1.3.5....(2»-l)-2«,. 



1.2. 3....» 
l.3X...(2n-3) 



+-3.4«.. 



— Aebnliclie itnd iill gemeinere Sätze lassen sieb durch ein äbntiches 

Verfaliren leicht in grösserer Anzahl ableiten. Wichtiger als dieses 

^ ist, duss man nus den oben gefundenen DifTcrenzialquotienten dis 

V etpigcr anderen Funktionen ahleitcn kann, wie man sogleich se- 



. heu > 



IV. Man setze in Formel (IIj *=! + «=', 



bgiicb 



2 ■ dif 'v' 






Substituirt man für den DüTerenzialquotienten anler dem Inteat 
zeicbcD den Aiiatlruck (9) fiir a^a;, integnrt jedes eioaelDeOl 
nacli Formel (12) für /■ = l-t-i«' und ot=», n — 1, »—2, u.a. 
80 wird 



= (-!)"[■ 



..1.5....(2to— 1) 



1 maD zur Abkürzung 



.3.5:...(2«— 3) 



■(l-'üj3?>»-'+'"' 



vnj 



= C (») 



setzt, sa ergiebt sieb 



= (-l)-1.3.5....(2»-l)lB-C!-+i-j^f..-«ti»-14. 
oder 

.«"-«rä^-»— .... 



— U-^-SM+l- 



(18 



1.J.!....B>,-1) 
-te::2''"'''*"'+ite^!)(..-i9' 

Ein allgemeines Glied der vorliegenden Reihe nUrde folgeodea saii; 

-4- {»■ + l)(>- + 2)(r + S)....2r..^ .^.ps„-a^, 

— (in — 2)(4« — e)(4« — Jü>....(4n— 4r+2)"^ "^ 

aus welchem das Gesetz des Fortganges leicht sn übenehen iit 
Man kann der Gleichung (15) noch eine andere Gestalt geben. 
Sei nämlich u = tao9, so wird ^'^rcosyi, und in dem altgCBN- 
Ben Gliede 



aiD"-V— ..■.) 



Nimmt man in Formel (11) wieder y&^zl+w' aod onl^ 
t beiderseits mit dem constanten u, so ist 





.s.a.... (271—1} ' du" 



= i^t^^'^'~ iw-'»' ^'^"^ +1 



irobei (las aUf^emeine Glied der Reilie durch folgende Formel dar- 
gestellt wird: 



Om — 2>(4« — ü)(4n— IUJ....(4« — 4/--H2) "^ 

ins welcher das Bildungsgesetz der CoefGiieDten erhellet. Nimmt 
man nocli u^tan'p, sa wird Cj:=s\b^, und mun bekommt: 



1.3.5 (In— 1) ■ du" 



(19) 



■^(4«— 2)(4«— 6)°'" »^ ■■■■■■) 

bie Toralehende Gleichung enthält die Auflösung der vom Herrn 
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X 

Herausgeber im Isten Hefte des* 4(en Theile^ d. Airch. S. 111 f^ 
stellten Aufoabe, Die dort gegebenen Ausdrücke stellen sieb unt 
^ die obige Form, sobald man in ihnen cos^(l — sin^)') für cos' 
cos'9(i — sin^gi) für cos^^u.s.w. setzt, die nocb nötbigen Moltip] 
cationen ausführt und Alles nach Potenzen von sin g> ordnet. 

VI. Setzt man in den Gleichungen (14), (15) und (17), (1 
^ K -— 1 für u, 60 erhält man die folgenden beiden Satze : 



Für 



U=z 



ist 



V/1— ««2 

1 dnÜ \{^ 



1.3.5 (27f — 1) • dun 



und für 



u= ^ 



ist 



1 dnU 



1 . 3 . 5 . . . . (2n — i) ' dti^ 



un ^ "*" 47r— 2 • ^* "^(4ä — 2)(4» — 6) " 6^* ■^"••••^ 
Nun hat aber Euler folgendes Resultat gefunden: 

dun 
>. nl.u^ r^ . , 1 1.3 1 )(^) 

Vergleichen wif -dies». für 1/ 1 — «* = f7 mit Formel (20), soer- 
giebt sich folgender Satz: 

Für 

U= 



Vi—u^ 
ist 

^ 2^, .J_., 3^4£^ .Jl^ 

^^ 4/* — 2^uU^ ^^ (4w — 2) (4ä — ^yuü^ 

___^ l'.2«3....^ fii_i ^ , 1.3 1 

~1.3.5....(2«--l)l^"*"^^*i? "*"2T4^^ •■;? '^^••••J 

oder für «^ = ry= 
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wir, weno x,. 



— y*i *»; ^ij ffii — Si! — ^11 y»! — ^«; ^t' — j/^n — *t; — •'^n 

— «,, — a, die CoortlioBten der BeriiliriinKspunkte der SeitenBä- 
clien JBE, BCE, AED, CED, ABF, CBF,ADF»uA CDFmit 
dem Eliipsoid bcieichucn, für dieses und für Jene die Gleicbuogen: 



(2) 
(3) 

m 

(5) 
(6) 
(1) 
(S) 
(9) 
(10) 



J^ 


+ f? 


+ 5 = 1 


j:x. 


-'# 


+ ^=1 


^ 


-'-i? 


+ 5 = 1 




+ f7 


- ^=> 


XX 


+ 1^ 


"i' 


% 


-P 


-& = ' 


"Ai 


-f= 


SS, . 



Setzen - 



s aenkrcclite HüLe vod £ bia auf die Ebene ABCD 



\ 



gleicb h, und den labult des Octaeders gleich A, so ist: 

K = \AB.BCJi. 
und 

folglicb 

K=iAB.BC.EO 

Um die Grössen AB, BC, EO zu besiimmen, aetiea wir iü d«f 
Gleicbung (3) s ^ 0, eo ist die Gleicbung von AB folgende: 



(12) 



Aus derselben Gleicliung erhalten wir aber auch, wenn wir nwk 
eiuander s = und y^O; » = und ^ = 0; ar=;0 und jf— Ö 




AO = ^,y=BO=^-^, S=:BOzz:^. 



Dadurch erhaltea vi'vr aas den Dreiecken OAB uad BOC: 

*^=^. '^«iV.'-i-*i'-»^.'+2«.'Ä,'.^,y, cos/. 

Fahren wir die gefundenep Werliie ^oa AB, ÄCuüd EOxii No, U 
eiD, und setzen der Kürze wegen: 

V 2 ^"' 2 ^'" 2 2 — " 



\ 



Wir finden alier aucb fiir die GJeicLuag von AB; 

g]' sin ip sin ip iik\ 

^ — ^, ■ sin (yT^t ~ "" ■ Si" iV + ■/-) ^' ' 

\UB (1'2J und (14j folgt: 



' y, sin(y-+-V)' 



, , Ä.'vc.sinv 

° ^ a,^ff,'' — ^A,':Ci cos j- 



Dlt 

^^y ,» +"47*^1" — 3ffi'i,"*iy. «OS y. 
rtialten. 
' Weil alter aacli ^A : AC^ sin (9g -}-</') ^^^ '/'^ ^° '^''- 



1 



Bin (50+1;»):= 



l' ni'yi'+*,'iC,'H-2a,'Ä,'.r,y, cosy 



tC=i=^ und aucU-4C=l/^fl»-t-ÄC^ — S^Ä.ÄC.cosy, 



L 



lo findeD wir nauli der SuLatitulion deC Werilie voi 
iDi] der Gleichaetzuug beider Werthe vud ,4C' 



V^|a,*yi'+A,'ar,'-ao,*i,'a;,y,cosj'(]o,''y,"+A,*a:,"+aa,»4,»^. 
aisu au eil 



I (p iu der GIcicliuDg' ( 



Uia den kleiDsten Werth van TT zu finden, betracliten 
als eine FuDction von a;, uod y, , und setxen die Wertlia 

und 2 — glcicli Null, liestiintnen alsdunn ans den resultircDd' 
chuugeii die Wettjje von x, und y,, sa erhalten wirj 



.=.v- 



-'■V'~m'-\i 



sind diu lleatiinrnungsg^leicliungen für ^,, y, aad s, 



,=.,l/r 



iTltTp (18) 



woraus wir leickt 




Für den Inhalt des gesucliten Koqiers üpdcn wir daljci 

g y Ulli 2 am ^ "'" 2 ""' 2 "■ "" ' 



....(22) 

Vergleichen wir die GleicLuDgen (2), (19) und (22) mit jenea in 
(l), (20) und (21), so Andeo wir Diic}t den drei erstem: 

Duss, wenn um irgend ein gegebenes dreiiisLi^en Ellijisoid, 
van welcliem ulisfemGiii drei beliebige, jedocb einander zugeordnete 
Durchmesser dieGrössen 2.7, IB und 2C haben, das kleinste rbam- 
bische Octaeder, dessen E<:keu in den VcrlängernoeieD dieser Durch- 



messer liegen, l)eBcliri 






ioll; ulsdiiun ,-^, 



=. und ,- 



die absoluten Grossen (ohne Berücksichtigung der Zeiclien) der 
drei Cuordinalen der acht llerlilirungspunktc des Eilipsoids mit den 
SeitenQüchen des Octaoders siud, ferner dass 



Ä'=SJ«CKiV'.i»la±tÜ.ia(^3ri,i„(ilz£+Ü,i,t±a+2a 



I. 



der InLnlt dieses klebsteii Octaedera ist (wo u, ß und ;■ wie oben 
die Winkel bezeicbDen, -welulie die DurcliineBser 2B und 2C, 2J 
und iC, 2J und 2B eiDschliessen). 

Eodlicb ergiebt sieb aus den drei letzten GleicbiiDgen Na, 1, 
20 und 21, diiis, wenn in ein gegebenes Octaeder, dessen j^cbseo 
(Diagoualen) 2a, ^6 und 2r sind, ein gröastes Ellipsoid einbescbrie- 
ben ist, und ulGdarin um dieses lelztere wieder dus kleinste Octae- 
der, dessen Ecken auf den Verlängerungen der Durchmesser 2a, 
26, 2c liegen, bescliricbcn werden soll, dieses lelztere mit dem ge- 
gebenen Octiiedcr identisch wird; so wie auch die ßerübrnngH punkte 
der .Seitenflächen des erstem gegebenen Octoeders mit dem gröss- 
ten Elli[jsoid, mit jenen der ents^irechemien SeifenBächen des ge- 
suchten kleinsten Üctacders mit dem Ellipsoid zusammenfallen. 



II. 



Es ist ein Forallelogramm ABCD {Taf. VH. Fig. 8.) gegeben 

n soll die grösste Ellipse iu und ''■'*' ' i. i. 



\ 



Für d< 
und CAB 
rnllelogram 



dasselbe be- 

Fall seien AB i= a, AC =. b die Seiten, 
vun diesen eiDgeschlossene Winkel des Pa- 
sei für ein rechtwinkliges Coordinatensystein 

Ay-^-^-IBxy-X- Cr= -4-2fly-t-2£'.r-t- F = . . . . (1) 

die allgemeine Gleichung für einen (vegelsebnitt. 

Nehmen wir aber AB als Achse der x und AC als Achse 
der y, so ist, wenn x' und ^ die neuen Coordinaten bezeichnen: 

jc = ^ + y'cöB«, y = y'sintt. . 

7 uud y in der Gleichung (1) eiv) J 



^y» H- IB'a:'^ -j- Cx'^ + 1DUJ + IBx' + F = . 



ö'=ösina. 
Für x'^O erhalten i 



^=-£±1/-^- 



erth habeu, folglich t 



Ganz auf gleiche Art erLuUi 
der Ellipse mit AB ist: 



E^ — CF=^ 



Jßf=a^ = 




Cm die Ordinate BZj des Berührungspunktes/^ der Ellipse mit der 
Seite Jtl) zu erlialten, setzen wir in der GleicLung (2) a/^a, 

,/— ^ — ^ 

erbultea. Da alier aucL in diesen Falle y' nur einen einKigen Wertli 
haben kann, so inuss die Gleichung 

\B'a -^-DV — A'\ Ca" + ^Ea -\-F\ = ü .... (5) 
statt finden; daher wird 

BL^ 
Ebenso bekommen wir für y'-^h die Gleichung' 

\B'b-\-E\*—C^A%^-\-l.D'l,-\-F\=^.... (6) 
dud wenn sich die Ellipse und die Seite CD in K berühren, so ist 



CÄ-=a^ = — 



Bb H- E 



j~ \B'-F--D-^E>\ a + j^\B'B'F^EIi''\ =0 . . . . 0) 

-ijjß'./'>_/>'>i;.|Ä_,_ljß'£F-fl'£'!=0.... (8J 



die erste dieser Gleichan) 



Jf^^. AaiNo. 7. ist aber Ä'^-^i^l^«-*-^!- 




Fuhren wir io dieser GleicIiUJi^ deo Wvrth luu D' y 
haben wir für das Zeiclieii + 



und für das Zeicli 



<' = -TAEa + iF\.... (10) 



Werdeu die Wertlic von A\ C, D' und der letzte 
eiDgeführt, KO ist die Cleicluii];; der Elllpae; 



;ie,+2FKy+%*-+if"j/'+2-E*'+J^=«.-(ii| 



>l'=^.V.Ea+^-F)^-I-'\d=^yT{TSTFH.^'-aa:t... (12) 
Wird diese GJcicliung mit siau.dx' multi[ilicirt, olsdimn integrirt, 

wir für dns ZeicLcn + dl^ FläclieDr^üTder Fipur A1KL.B, und 
far das ZeicLcn — die FläcLe der Figur AUSiBL,. Itn ersten Pulle 
crliallen wir: 

+ Ijjf (äjc' — o) VF{Ba+F) («"— oj:') 

-'^l//-(£»+/').i.e r'-'*'.'^'"— £ '| +C« 

.Fürii^ = OiBtConat = ^'^l//\/;o4-/')log(— IJ. 
milhiD ist 

aiü«/;"yrf^ = §sin«-^^"V/7t^irTMog(-l). 
folj^licii ist 
dieelliptisclieFläcUe_WA'/,ß=^siua+*-^W7pW+]F),log(- 

Fiir dus Zeiclien — Tiuden (vir ebenso 
dieelll|jtisclieFläclie,*/.U/,Ä=^'sina-^^l/7pW^ 



l>al>er ist die Fläche der Ellipse seihst^: 



"lX/'(£.'«+Fj.i<.gH 



etzGD wir in diesem Ausilruckc -p, = x, dlft'ercnxiiren ilensellieu, 
nd setzen uladaDii dos Differenzial desselben gletcli Null , so cr- 
alten wir: 

rt-i-2* = 0, also JK^— |; 

lithin wird der Ausdruck für die Fläclie der Elli|)se ein Maximam, 

renn^^ — -^ oder F^ 17 ist. Durch die t:intuhruug dieses 

Fertbs von F. in den letzten Ausdruck für den Inlialt der Bllipse 



rbaiten wir, wenn 


wir jenen Au:idruck mit / bc 


eicbuen: 






.= -^ 


in a . l/ITi 


.log(-l).... 


(13) 






a 


aber allgemein la 


S IcoBSpzp^ 


in^l/— li=± 


(ik^ 


-9)V 


=nr 


t, 


was auch k für 


eine posiliFC ^unxe ZabI bedeutet, aa ist, w 


ena 


" 


/c^\ und ^^ 


71 setzen: 
log(-l) = 


-±n\/zrx. 








eh 


neu wir das un 


ere Zeichen 


und snbstiluircn 


diesen 


Werth 


TOll 


W 


(-^ 1) in der G 


eichnng (13) 


».... (11) 








üb 


reu wir endlicl. 


den ohigen 


Wetlli von F 


u der 


Gleich 


LiDo: 


1) 


ein, so erhalten 


wirr 












\a''T/^ — \a-'f>y'-\-\&^a 


^^ —\nf.^x''Vii 


'Ä= = 


0, 




de 


, wenn wir die 


Quadrate er 


gänsen, und j,'- 


"2 


«,;r'- 


a 
2 


= * setxeD : 

B Bind also die d 




=f .... (15) 


allein 






e,= +Ä'/» = 




rch den Mi 


lelpunkt des Pa 


mit 



en Seiten desselben parallel, gezugeneu Linien IZ^ und ßlK die- 
enigen zugeordneten DurcbmeBsEr der t^llipse, welche ihre Ite- 
übrungspunkte mit den Seiten des l'arallelogrumma verbinden. 
Endlich ist die Fläche des elliptischen Baumes 

Dd die Fläche des elli|itiBcheu Raumes 

AIMBL = '^ \\ — Ti\ sin «. 






I 



Um die kleinste Elli|>se um das Parallelogramm xn bescbrei- 
bcD, nebmr.n wir AB und ^4C zu CoordiuntenacbseD nnd bebaken 
»He übrigeo ADaabmen wie im eraleu Fall liei; alsdann findeD wir 
leicLt, dass 



F=<i, n' = - 



, £ = ■ 



Ca 



B' = 0! 



iD die Gleichung der umschriebenen Ellipse 
A'y'-'-\-Ca^* — A'b^—Cax' = Q.... (lö) 

lelfacben aladann 



i 



■in af^ä. 



mr ftua dieser Gleicbuu^ j 
d intcgriren, so ist 

Aar- 



p-) Arctg 
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(17) 



Um den Inhalt /' der Ellipse mittelst dieses Auadracka la be- 
BtimmeD, so müssen wir vorerst bemerken, dass die Seiten AC und 
BD des gegebenen Pnrallelogramms parallele Sehnen der zu be- 
sfimmenden bilipse sind, und dass daber eine durcb die Mitten die- 
ser beiden Seiten gezogene Linie ein Durchmesser derselben ist; 



verbindet uan 
mit der Gleichi 



daher die Gleichung y' = -^ dieses Durchmessers 



4±4/? 



die wir aus (16) erhalten, so erballei 
ACl der Üurchscbnittspunkte dieses Durcbi 

nämlich: 



AbscisseD AP nni 
t der Ellip» 



AP= a:\ = - 



AQ = ^ 



.-V^^Tf^ 



Das Integral zwischen diesen beiden Grenzen g-enommen nnd du 
obere Zeichen im Ausdruck (17) gebraucht, gicbt die Fläche dei 
elliptischen Baums PXCSDOU. Das Integral von j^' = bis 

^ i ^ — ^ \a — l/«' + jt-^'I genommen und das untere Zei- 
chen in No. 17. gebraucht, gieht die elliptische Fläche APX, 
■ ferner das Inlegral von ^ = a bis ic' = ^ j« + 

'j ebenfalls mit dem untern Zeichen in No, 17, m ■^ 



Nehm 



halten wir die Fläche des Ranmes BOQ\ eDdlich giebt das Integral 
TOD VE-' ^ bis x' = (t mit Beibeliallung; des Zeicliena — die 
Fläche ARB. 

Führen wir dns so eben Angegebene »us und bemerkea, dass 
die Fläche der umschriebenen Ellipse /IA'Äl? = Raum ^iVC*/?»« 
+ Raum AHB — Raum APi\ — Rauni BOQ ist, bo erhalten wir 
for den Inhalt der Ellipse füllenden Ausdruck: 



(18) 





|Ä'-j--jO*l7(sin« 




'Vi 


™d„J: 


= a, so ist 




|/,- + .'.|«.m,. 




»l/i 


=-iM 


'•.-!-•■"..!,.. 



Abs dieser Gleichung \st s = -^^-^, roilbin C^—^i dadurch 
wird der Aasdruck für den Inhalt der Bllipse BXSO in No. 18 
Oller (19) zw 



r=lA 



y=^.i,«.... (20) 

Weil nun die Grösse des Durchnessers Xi 
',^, so ist XO = a\/t. 



= AP-\- AQ 



Setzen wir endlich in (16) — statt -^,, und -k statt x' , so er- 
Iiallen wir für die Grosse des DurchmesserB RS, der dem HO ta- 
ireordnet ist, den Werlh li\/% Die Gleichung der gesuchten El- 
fi pse ist daher: 






oder 



Und wenn wir u statt y — — und t statt x j Echreiben 

Aas (M), (15), (20) und (21) folgt: 







I 
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a) (Iqbb die umschriebene Ellipse xneiinal so gtosa ii 
einbescliriebene; 

b) (liiKs bniile übniiche und glcicblie^cnile Ellipsen sind. 
Der zweite TLeil dieser Aufgabe, DRmlich die kleioste Clltpse 

um das Pnrnllelugrauim 4BCD (Taf. VII. Fig. 8.) zn beschreiben, 
lässt sieb auf viel kürzerem Wege auflöse«. Zieben nir nämlicb 
durcb den Mitlelpunkt E des PuriiJieloßrjimms mit AB und AC die 
parallelen Lioien SO und SR, so ^ebeu diese die Lage zweier 
ziiseordueter Dilrcbmeeger der zu sucbendeD Ellipse nn. Uez^icbnen 
wir nun SE und HE mit / und g, ferner den Winkel, den SR 
mit der grossen Acbse 2.^ der Ellipse mocbt, mit (u, und den, wel- 
chen A0 mit derselben bildet, mit <f; und ist endlich 2fi die kleine j 
Acbse der zu bestimmenden Ellipse, so baben nir, nncb den be- 
kannten Sätzen von den Kegelscbnilten, folgende Bestimmiings^lei- 



-j./. 



B-m.fa-.) 



(1) 
... (ä) 

... (3) 



.!(.«!=/(?. In«.... (4) 

Q Fläclieninbalt der Elli|]se wieder ait^ 



\ 



JB,.... (5) 



'■=fi-l/^^^5|^+^-VSiSl •■■"»■■■• « 



dio 4 1 8i[i2u(=l^siij2oP0tg2iu- 



Vm2oi'|siu2KCOte2iu— cos2o|l( 



Setzen wir diesen Ansdruck gleich Null, und bestimmen alsdana deo 
Werth von cotgäiu, so erhalten wir: 



Suchen wir mittelst dieses Wcrths die Ausdrücke lAlIlB^fLz 
V sin 2a. 

V^I^Z, «o erhi.iten wir. 



XLII. 

lieber eine neue geodiuisclie Aufgabe. 

dem Herausgeber. 



». 1. 

Die folgende Anf^nlie ist, su viel wir wissen, noch niemals 
behandelt wordco, dürtte aber sowolil in tlieuretiacber ata auch in 
praklisi^Ler Bezieliunt; melirfuclies Interesse durbieten: 

Aus vier in einer und derselben geraden Linie lie- 
genden Punkten M, M,, M^, JV,, dtrRn Ei:n tfornnngen 
Von einander bekunnt sind, werden zwei andere mit je- 
nen vier Punkten i ti einer lUene lieg^ende Punkte S 
and S, geaelieo. und in den Punkten Jtt, JV,, M., M. die 
ISO" nicht übersteigenden \\ vake\ SMS,, SM,S „ SJtf.S,, 
Sltt.S,, welche die von einem jeden der Punkt e J/, J/,. 
tf,, M, nach S und .S', gezotteneu (ieaicbtelinien mit 
einander einsclitiessen , g:er»easen. Mau soll die Lnffe 
der Punkte 8 und S, bestimmen. 

Weil diese Aul'giibe eigeotlicli nur ein specieller FiJl einer weit 
kllgeweinero Aufgube ist, welcher wird hold eine besondere Ab- 
baudlung KU widiiipn hofTen, so wollen wir in den drei nächsten Pa- 
'agruphen von einigen nilgemeinern Betrachtungen nu^geben, welche 
iaa ai'äterbin bei der Auflösung des in Rede stehenden allgemeinen 
Problems von Nutzen sein werden, wenn dieselben iiucb für unsern 
Wachsten Zweck eigentlich nicbt iu dieser Allgemeiuheit augeatellt 
•n werden brauchen. 



«.2. 
Wir denken uns drei beliebige Punkte !H uaA S, S, im Ranme^' 
md bezeichnen dereü Coordinateu in Bezug' uuf eiu beliebiges 
'cchtwinkliges Coordinatenaystem respective durch a, 6, c und 
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X, V, x; ^1, ^,1 »,- Ferner nolleo wir die CntferonDgeD XS 
uml JVS, ilcH Punktes Jff von den Punklen S und S, durch r 
und r,, den von den Linien JUS und ^J^, an dem Punkte 3t mit 
einander eingesclilossenen, 180° nicht überHleig'cndeti Winkel dnrcb 
a, und die 1S0°. nicbt üliersteigpendcD Winkel, unter denen die 
Linien MS und MS, gegen die positiven Theile dreier, durch den 
Punkt M gelegter, den primitiven A*en paralleler Axen genei^E 
sind, respectivu durcli ;!>, t/f, ); und <fi,, ^,, j;, hezeiclinen. Dies , 
vorausgesetzt haben wir nach den Principien der analytischen Geo- . 
raetrie die Relationen 



• I j y= "- 
nd 

2) U, =ÄH 

> wie ferner die Clciehungen 



i ifi'-l-cos X^ = 1, 



4) cos 9 cos 90, ■ 
[g den Gleichungen 



1) und 2) folgt 



»Ibo mittelst der Gleichungen 3) und 4) 

I (^-«)'-f-(y-i)'+(.-f)' = r 



doppelten FIncheninhult des Drei 



und folglich nach dem Vorhergehenden 
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m 


oder 


-^M 


10) :v^,+y!/,+»x,-ai^ + 'x,) — 6{y+y,)-e{^ 


+..,^^ 


= ^cota^ («' + Ä» + c'). ■ 


Liegen dte ilrei Tunkte M uod S, S, \n der Ebene der ^y, ■ 


11) ^^,+yy,-a(^+^,)-%+y,) = A«:ota-(«» 


+*■). 


1 


( 


Wir wollen uns jetzt vier in der Ebene der xy liegend 


Punkte 


M, Jtf,, W„ JU, 




re<;iitwinklig;e CoardiDatenB3s[cm res[>cclive 


gelegte 


a, Ä; a,, ^i ; .7,, ä,; «,, A, 




-sind; und S,.iS, sollen wieder zwei beliebige Punkte in 
seiD, deren Coordlnaten in Bezug auf dosEelbe reuliiwinklig 


System 


Xj y, js und jr, , y, , a. 




sind. Bezeichnen wir nun die ISO« nicht übersteigenden Winkel 1 


SMS,, S3/,iS., SM^S,, iSM.S, 


■ 


respective durch 


J 


Wie doppelten Flächenräumc der Dreiecke 


jkM 


B' ' SJUS,, SzV,S„ SM^S,, SM.S, 


^^^M 


^H|BBpective durch 


H/M 


^Bpd BetzeD der Kürze wegen 


^m 


^B^ 12) ara:,-^!/9,+xx, = U,x + x,i=X,y~hy,= 


= Y 1 


■ 1 Acot«-(«' + Ä') = J3, ■ 


j^^fl 


H, ' j A.coto, -(«,» + *,') =J2„ 


^H 


H f A.cot".-(«,' + *.'}=ß.j 


*||^H 


^K erhalten wir nach 10) die vier folgrenden Gleichungen: 


..-li^^^H 




U — a,X — 6,Y=S2„ 
V—a,X — 6,T=ß„ 

U—a,X — l>,¥=ß,. 

aus diesen vier Glcichyogen die drei 
ti wir die bemerkeDswertle Relutii 




-«.)(4-«,)-("- 



".){''-«.)|fi, 
»,)(i_i,)|fl. ) 



)« + (». -»)i, +(»-«, )«,|ß, 
,)*+(«, -.)*,H-(»-«,)i,|fi, ) 



für die Gröfiseu .0, 
Dien Wertlie in diese Gleichung 



.0-, fi. ihre sw 






+ 1C' 

- 10 
= iC«,-«.}Ä.+C«.-«.) 

+ iCo,-«,)ÄH-C«,— «)Ä. 

— lC«»i —«0 * + («» — «)*i 






iführt : 

— «OÄ.j A CO'» 
»,)//,! A, cot «, 

»JÄJ A. cot a. 



W:,, itf, in 
gerBile Lini 
vorLergeher 
sein Falle Ij 



e vier in der Ebene der a^^ liegenden Punkte M, Hu 
ciaer und dersejiiea geruden Linie liegen, und difsa 
als Axe der jv angenommen wird, so erlinlteo die 
cn Gleichungen die ideotiacbe Farm 0^0. In die- 
: man aber, wenn man bloss drei in dergejiien geraden 
: als Ase der jc aagenuniroen wird, liegende PunliCe 
in Betrachtung ziebt, nach 10} die drei Gleichungen 

fj' — aX = ^ cot DE — o», 

f — «,X = Ai cot a, — «,*, 



D, wenn man sie nach der Reibe mit a, — oj , o, — e, 
lultiplicirt und dann zu einander addirt, sogleich die R(- 



18) («, —«JA cot " + («)— «JA. ot", +(«—«. )Ä. cot«, 
= (»,-«,)<.■ + (•, -•)»,> + fo-«,)«,' 

oder 

19) (o, — o,)Acota + (o, — «)Ai cot«, +(« — a,) A, cota. 



20) (9-/i)7» + («-/')«' + (/'- «)«• 
= -(-?-«)(«-/!)(«-/•) 
ist, HO kaDD man die CleicljuDfj; 18) auch auf den Ausdruck 
21 ) (a. — i»,) A cot a + (o, — o) A, cüt o, + (« — ",) A, «>* «. 

oder auf dea Ausdruck 



22) 



■,)(•, 



,+,:r4^ 



<.)^ (.,-«,)(• 



>,)(«. 



•)(", 



"»,)" 






♦■■!• 



^V'Ferner wollen wir jetzt fanf beliebige pDDkts 

H itf, ^,, w,, la,, M, ,, ^H ,si 

W Raune betracbteo, deren rechtwinklige Courilinalen Veapective 



■ein nügeu; und S, 8, hoIIcd nieder zwei beliebige Puukte im 
Ranme seio, deren Coordioaten in Bezug auf dasselbe System 

X, y, s und ^,, y,, x, 

der Kürze wegen auf ähnliche Art wie im 



Bind. Setzen wir 
vorigen Paragraph e 



23) 



ind, indem die 180° nicbC übersteigenden Winkel 

sats,. sju,s„ sjtf,s„ sM,s„ sm,s, 






^^^^s ~ 


■ 


■' 


' ■ 
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^ 


■ 


di« d.ppc 


tcn Fläclienräume 


der Dreiecke 


^ 


■ 


; 


SMS 


, SIU.S, 


S«,S,, S3f,S„ Sjvls, 


■ 


respectire 


darch 


A, A„ A„ A., A. 


- 


m 


bezeicliuet werde 








^m 




24) 1 


A cot « — 

A, cot O, 

A. cot «, 
A, cot u, 
A4 cot «, 


- («.■ + «.' + ». 


) = ß., 
) = J2.i 


J 


' . lo habcD 


Wim« 


ch 10) die 


füof folgendeo Gleic 


hungen: 


J 


m 


25 


i //— ß 


\ — iy—cZ = Si, 
X-«,1'-«,Z = 
X-i,J'-c,Z = 
X~6,¥—c,Z = 
X-4.J-e,Z = 




1 


aus denen eicli durcli Blim 
ohne Schwierigkeit die folg 


Qiition der vier Gröeseo 17, X,.J*, Z 1 
ende bemeriteDäiverttie Relatioo ergicktj 


26)0 = 


-HC" 


-".)IC«. 
-«Jl(4. 
-".)IC«, 


-i.Xe,-0-(«. 
-i,)C«.-».)-Ä 


-«jc«-. 


-1 


- 


l+c«» 

+ («. 


-«.)IC«.- 

-•.)l(i. 


-«.Xe.-«.)-C4. 


-«.)Ce, 

-WC«. 


J 


+ 


+ C" 


-",)IC«,- 

-a.)|C»- 


-J,X"-e,)-C*- 


-«,)C«. 
-J.X» 


-oi.l 

-«,)|1 


- 


!:; 


-•,)IC«,- 
-«.)ICJ. 
-•OIC«- 


-«0(c-c,)-C»- 


-i.X', 

-iJCc. 

-«oc« 


-Ol 
-Ol * 

-=,)l 


1 "*" 


1:1; 


— oic«,- 

-".) IC«. 
-«OK« 


-«,X«=-<:.)-C«. 

-*.)C«, -',)-(» 




— .)l 

-Ol 2. 



uucli leicLt nocL die uua dem Obigen üekannleu 

s!,ii,, n,, fl., ß. 



5.5. 

lodern wir <ler Aufgabe, wciclie liea e.\geutU<;\ieu Gegenttavd 
dieaea Aulsalzea uusuiQclieD <ioll, nun uaber treten, wollen wir jetzt 
aunebmen, dass aus vUr iu der Kbene der ary aaii in einer und 
deraelbea ii;eraden Linie, welcbe als Axe der o! auveuommea wer- 
den soll, liegeudeu Punkten 

iff, ja,, /v,, .«„ 



a, 0; a,, 0; m„ 0; m„ 

sämmtltcli aU gegeben betrachtet werden, zwei iu der Ebene der 
a^ liegende Punlile A' und S, , deren unbckaunte Coardinaten x, 
ff und x,, ff, sein sotleo, gesehen, und in dun Puakten 

3i, M,, J/„ M, 

die ISO" nlclit überaleigendeD Winkel 

SMS,, s3/,s„ saf,s,, *.'»/,*,, 

-welclie durcl 



bezeichnet werden in(>a;cu, gemessen werden, und wollen nun un- 
tersuchen, ob aicli aus diesen Datis die Lage der Punkte S und 
JSt in der l^bene der .vy, d. h. die Grösse der Coordinaten X, p 
und .x, , ff, bestimmen läast, wobei wir wie früher die doppelten 
Flächenräume der Dreiecke 



S^*„ SJtf,S„ SA/,S„ *J/.*', 



respective durch 



bezeichnen werden. 

Nach II) haben wir v 
förderst die folgenden Gli 



A, A,. A.. A, 

inter den ^eraacbten VorniiBielsunifen ih- 
eicbungen: 



t 



XX, +ffy, — aj(x~\- x,)'^ Ai Cfl«! — «»*i 




UDil ein bekanoter Satz der analytUcbi 
ferner die fulgendeu GleisliUDgen; 

A.=(— 1)'' l^y.— y-*-. 
Ai ={—')'' \^yi —y^i 

io deoen für 



i Geometrie') liefert uns 



+ «,(y-y,)l. 



\ 



jede beliebige gerade 
kaon, jeuucbdcm man 



fCaoa 



oder un^^eradi 
sicii, um rea^uctiv 

dem Punkte 8"^ zu gelai 



durch den Punkt •S' zu dem Punkte i^, zu gelangep, nach derselbeg | 
RicIitUDg, nach \relcber man sieb beive^eu inuss, ura von dem pa- 
Biiiven Tiieile der Axe der a: durch den recliteo Winkel ixy) Mm- 
durch zu dein positiven Theile der Axe der y zu gelang-eo, ' ~ 
uacli der eulgegeng'esetzteu Ricbiung lilu bewegen luuag. 
Setzen wir nuu 



29) I 



1 ^2k, y-\-iJi =-1v; 



31) ; 



, +S'y, =«* + «' 



) werden' die Gleicbupgea 27) und 28) 

h f ' — M, ' — c, ' — 2au ;= A cot a — «', 

h»' K,' — »,' — 2«,f#= Al cot«, 

H»' — W,» (Ij' — 2fl!,K^(^, COto, ff 

^fi» — w^' — f,' — 2«,h = Aj cot«, — «I 




4 = -(-l)'-2(™,-™,-» 

A, =-(-])'. .S(™,-«r,,- 

A.=-(-l)'--ä(«».-«",- 

A. = -(-l)'-.2(m.-™. - 

und uacb geliöriger Substitution dieser Wcrlbe v 
in die Glcicbungen 32} erbält man olso die vi 
chungcD zwiscbi'U den Gröasen w, v, u,, v,: 



',), 
»,«.), 



■ 
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"■■ 




«•+..• 


_„,._„,. + (_l),.2eota.(«»,-pw,) 






— 2ffw- 


- {-ly. ia cot a.t; 






.. + .. 


-«,"-*-.»+(- l)'..2cnta..(«r-,-r»,) 






-2,,„ 


-(— !)■. .2a, cot«, . w, 


=— «1% 


1 


u'+v' 


-",'— *,' + {— 1)'' .2coto,.(ww,— IT«,) 






— 2o,« 


~(- 1)'. .2«,cot«, .», 


=: — «,', 


1 


«' + 1/' 


-«,'-«'.'+(-1^.2cot«,.(«t..-™,) 




1 


-2a,« 


-{—!)'. .2«, cot«, .V, 


= — «,'; 


Ae in Be 


zug auf die vier GrÜBBen 


'"'V, ^ 


Tom ersten Grnde aind. 


'^H 


Nach dem Obigeu bezeleliDeii bekanntlich 


^H 




u, «„ o„ «, 


"^H 


die ISO" nicl 


t üLcrsteigenden Winkel 

S3fS,, *.W,*„ ÄJ/,«,, Äjtf,*,. 


^ 


Laast miin al 


er voD jetzt an, so laag'e nicht elwna Ande 


res beson- S 


iJers bemerkt 


wird, 


..^J 


die 180" nicl 


K, a,, a„ U. 


'4 


t übersicigenden Winkel 




SffS,, S3f,S„ SI^^S,, SM.S, 


1 


oder deren E 




man eich, ■ 


um respective 


von dem Funkte 


1 


durch den Pu 


nktS zu dem Punkte 5, zu gelangen, nacl 


deraelben ' S 


fiiclilunc-, na 


li welcher rann aicb bewegen musa, um vu 


D dem [10- H 


sitiveii Tbeil 


der Axe der ;i7 durch deu rechten Winkel 


(^y) hin- ■ 


durch zu dem [lositiven Theile der Axe der y zu gelau 


gen, oder ■ 


nach der entseRcni^esetztpn Richtunj^ bin bewegen muss 


, so kann H 


man die vier 


obigen GleichuDgea olTenbar in völliger Allgemeinheit ■ 


Kuf folgende 


Art schreiben: 


■ 


/«'-4-v' 


— »_>_(,,' 4-2 Cüta. («II. —fw,) ) 


1 


1 — 2«« - 


2ocola . c, i ~ 


1 


\u'-i-f' 


— w,' — (/.» + 2cota, . («c,— ra,) ) 


1 


-S-r:. 


-2», cot«, .1-, \ ~ 


1 


— f#, ' — «,'+ 2 cot«, .{hv, — »«,) 1 


1 


■i^&>.. 


-2«, cot«, . K, i 


1 




*» + »» 


-«.'-*.'+2cot«. .(««,-*■*,)) _ 


J 




-2».« 


-2«, cot«, .C, VI ;-■■., i.Y 1 



bestimmen, und Ut also herecbligt: 
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GleicbuD'reD kaoo 




vo ji, B, C, D bekannte GrösHeD bezeicbDeo, zu setzen. Aoi 
dieacD vier GleicbuD^^eD erbält diud aber durch Elimination von • 
UDd fi leicbt 

"> 1 v«, = CD-J/- 



und bat daber, wie bieraiis auf der Stelle fa%t, 
von v und «, die beiden folgenden Gleicbung-eo: 






Beittniniis|r 



Da man jetzt die GrösE 
die Coordinnteo x, y 
weil uacb dem Obigen 



, »,,£', kennt, so kennt mau ancb 
, y, der beiden Punkte S und S^^ 



ist, und unsere Aufgabe ist dabcr jetzt als aufgelöst xu ItetrachrcB. 
Löst mnu die erste der beiden Gleicbungeii 3S) wie eine qna- 
dratiache Gleicbung auf, so erhalt man 

40) (.» — .J1J-(C+Ö)(C-Ö)! 



Weil aber unter der Voraussetzung, daas B — CO nicht reracbwii' 
det, üiTenbar immer 

grösser als de( absolute Werlb von 

4M-(C+/))(C-»)| 



■M) «• = j|^-(C+/))(C-iO)| 



+ !/(«— Cfl)' + i|.< — (C-l-fl)(C-«)fl 




^rm 



len,' and « hat daher aur zwei reelle, dem ZeicheD nacb eot- 
iDgeaetzt^ abialnt gleiche Wertbe. 
^enchwiadet B — CD, so erhalten die Gleichungea 37) die 



42) I 



= J — {C-\-D){C—D), 



, =0. 



Q erfüllt, 



!Die zweite dieser beiden Gleichungen ist uur ( 
e eioe der beiden Grössen v, w, verscIi windet. 

Ist nun ^ — (C-|-Ö)(C— fl)>0, so kann weRen der er- 
sten der beiden vorhergehenden Gleichungen offenbar nicht (j^O 
ein, und diese beiden Gleichungen werden daher nur durch 



rfüllt, 



43) 



K^ — (C+/>)(C— /*), 



, =0 



44} 



= 0, 



I Falle V zwei reelle, dem Zeichei 
ach enleegengesetzte, ahsnlut gleiche Werthe hat. 

Ist ferner A — {C+ D) (C — D) f^*i, so kann wegen dei 
raten der beiden Gleichungen offenbar nicht ti, =0 sein, und diest 

Ken Gleichungen werden daher nur durcli 

rföllt, so dnsB also in diesem Falle »i zwei reelle, dem Zeichen 
iDcb eolgegengesetzie, absolut gleiche Werthe hat. 

Ist endlicti A — (C-^D){C—D) = Q, ea werden die Gleichun- 
;en 43) nur dufcli 



45; 



^urze wegen 

I A, =A~{C^ß){C~D), 
-CD; 



\ B,=B- 



•v.iti»3 «un 



i^,+Ki^.'+Ä,* 



folglich 



m das obere od< 
den uülfswinkel t 



'» = 4^.±i^,)A^ 



untere Zeicher 
eine negative ( 
mittelst der Foi 




lod ninmt (teDaelben positiv und negativ, seinen uhBolutea Werth 
lie grösser aU W", was offenbar verststtet ist, so ist naeb 



Bllten uDsii 
■ aU ÖO", 



>', l- 



49) p' = 



i 



tVcil DUD aber oscb 48) 

wt, so ist, wie man leicht findet: 

B, cot jw 



50) r' = 






wo immer für v' der erste oder zweite Wertb g;eDammen werden 
roUBs. jenncLileiti jJ , eine |)oailive uder eine nef^ative Grösse iiL 
mittelst der Formelu 4S) uqU SO) kann t>', und also auch v, ukt 
leicht berechnet werden. 

Bezeichnet man die ^otfernutigeD des Punktes S tou da 
Punkten 



3f, M,, M,, M, 



respective durch 



die Entfcroungen des Punktes S^ vun den Punkten 

respective durch 

f'-, r'„ r'y, r',; 



die ( 






MS, la.S, M.S' M.S 



mit der Richlunt^ der positiven j 






Seite der positiv) 



I der RichtUDK der positivi 



360" zählte respective dnrcb 



0, &„ 0„ ©.; 



JUS,, M,8„ M.8,, !U,S, 



397 

t 

der RichtoDg der positiiren ae •ingeschlossenen , auf ^ dieselbe 
wie vorher genommenen Winket durch 

©', ©',,0'., e».; 

st in' völliger Allgemeinheit 

a: — a'=^r cos ©, y^i:^r sin 0; 
^-^«, =r, cos ^,, y=r^ sin 0, ; 
' ) ^ — A, = r, cos ©,, ^ = r, sin 0,; 
;r — «p, =r, cös 0,, y=r, sin 0, ; 



52) 



^, — i» = r' cos 0^, y, ==r' sin &\ 

aci — «1 = **'! 08 0'i> yi =^'i sin ®'i > 
^, — Äj zzsr', cos 0'a, y, ssr'» sin 0',; 
;r , — «, = r', cos Ö*, , y, = r', sin 0', ; 



53) / • .' = ' 

t.ng 0. ^.^^, tang &, = ^-^^ ; 

tang 0. = ^, tang &, = j^^ ; 

ilat dieser Formelp lassen sicli die Wiqkel 

0, 0., 0„ 0. 



©',©'„«'„0',. 

t alle Zweideutigkeit berechnen, wenn man nur die Vorzeichen 
rig beachtet, welche in Folge der Gleichungen 51) und 52) die 
B und Cosinus dieser Winjkel haben müssen. Dann findet maii 
ferner auch die Entfernungen 

. O**! ^l» f»^ ^9 



r*, r',, r'a, r'. 



it mittelst der Fonneln 






V 



^F - ^ 


^^B" . -^M 


■ ~'bi:£.fl 


f ['■=S^ = .Ä; ^H 


^^'" -^H 


Hr . ' ('' ::v-jv H 




'•'■=S=^ = sfV.. 


Die doppelten Flächen räume 1 


A, Am A.. ii. 


findet man mittelst der Formeln 33) oder auch mittelst der Forneli | 


( A = ±1^810 (®-0'), M 


^, = ^ry,.h (_&,-&,); ■ 


^' A. = ±'-y.8iM0,-0',), ' 




A.=±r.f',sio(0,-0'.)i- 




in denen man Jederzeit die Vorzeichen so zu nehmen hat, dasa di« 




GrÖsEeo A' An An Ai posil'V werden. 

Bezeichnet man ilie Entfernung der beiden Punkte S und *, 




von einander durch E, so ist 




57) Z:=l/(^-^J' + (y-y,) = . J 




Berechnet man aher den Hulfswinkel ^ mittelst der Formel ^M 


58)^-8:5 = 1^7: m 


nnd nlmittt, was offenbar Teratattet ist, den Winkel | so, dass ^| 


^^^^M^H ■ 


^^^^^Ml ■ 


^^^^^^" 180" < g < 270», M 


^r 270° < |< 3eo- ■ 


^^ --^^1^1 


^^^^i^^^b«lri^^| 



p 


■ 


^^^? 




^ 




X 


— ^ positiv nod «- 


- V positiv 




1 


ar 


-^. negativ und y 


— y. positiv. 


^H| 


■ 


X 


— X, negativ und y 


~yi negativ. 


V 


w 


X 


— x, |)OEitiv und y — 


-y, negativ 


■ 


ist, so 


kann in ^ 


olliger Allgeineinbeit 
59) E=~ 


if 


1 


gesetzt iverileo. Audi knon man uuf vier verschiedene Arten E H 
als die ilritle Seite eines Dreiecks bereclineD, in welcliera die hei- ■ 
den andera Seiten und der von denselben eingescLlossene Winkel ^U 
gegeben sind., ' ^M 






§.6. 




1 


Wir wollen nun wieder zu den vier Gleichung'Cn 35) des er-' ^| 
sten Grades, auf deren Auflösung bekanntlicb die ganze vorherge- ^H 
lieude Auflüguog unserer Aufhübe beruhet, zurückkebren. "V 
Ziebt man zuvörderst die zweite dieser vier Gleitihungen von H 
der ersten, die dritte von der zweiten, die vierte vou der dritten H 
, ab, HO erhält mun die drei folgenden bloss noch die iinhekanaten H 
irSssen uv, — vu„ «, v, enthaltenden Gleichungen: M 




(Cl«- 


-cot a,)(«v.~vu,) 


,L-..-. 


^^fl 




-(o e 


t a — a, cot «,)w, 


) 


■^^^H 




(col o, 


-et a,) (uv,-vu, 




^^^1 






-(«,-«,)« 


=-i(",'- 


' « 




-(0, < 


ot a, — «, cot a,)v 




■ 




(col o. - 


-cot «,) («,.,-„», 


) 


■ 






-(«.-«,)« 


=-l('.'' 


'-■ 


■ 


— (a, cot ß, — a, cot a J V 




1 


Sind D 


u iiberliBUpt 




fl 






ai+asg + sa 


= 8, 


—^ 


1 






^M 


drei Gleichuniren 
Grössen I, gH 3 


des ersten Grades zwischen den drei 
; so ist hekanntlicb 


nDbekaoateD ^^^^B 


L 


«i8,6, 
«l(»,l!. 




a3e,)-f-Ä,(SBC, 


-«Vir ■ 




400 

_ .g(g.su-g,g,)-«-it,(tf,a— ga,i-t-it.<gg.— g ,a) 

~a(a},gi-s,6,)-Hai,(SB,g-a96,)-i-s[,{!8g,— »,g)' 



)-H«,(S,g- 
MittelBt dieser Formeln erliält maD, ne 



3=) + 3l,l£Sg,- 

, = «=? 



».g)' 



= ö = 



y 



gesellt wird, aus den obigen Gleicliungen ohne Scliwierigki 
61) A = «coU!(«,^«.)col«,+(«,-«,)cola,M-(a,-«,)cotB,f 
,|(«,-«.)r<,t«+(«,-«)cot«,+{«-«,)c«..«,| 
-«,)col« + (<7, — o)cola, + (»— fl,)coU,| 

oder, wie hieraus ferner leicht folgt: 

62) iV = («— cj(ff,— a.) cot « cot a, 
+ (o — »,)(«,— «,) cot a cot a, 
H-(» — Oi)(«, — «,) cot BS cot «, 
H-(a,— «i)(ff— CT,) cut o, cot«, 
-]-{«,—«,)(«,—«) co' «■ cot«, 
+ («, — a,)(ar— CT,) cot a, cot o,. 

Ferner crgiebt sich IcicLt 

-J«C0t«i(«,-l7,)CT,'-h(«,-«Jor,»H-(«, — «,>,'j 

h;«,cot«.j{tf,-CT,)»'H-(«.-«)«,'H-(«_<,,)«,'t 
-i«. cot«, i(«,-o,)n' + («.-CT)«, = -+-(«-«,)«,■( 

häCT,C0t«,|(«,^«,)«-+(«,-CT)«.=-H(CT_CT,)a,'i. 

er OQcIi 30) 

, -CT.)«,' -f- (CT. _«.)«,> +(«,-«,)«.' 
= -(a.-CT,)(CT,-«.)K-CT.), 

»....6;-^.(«= - «.) "' + (". -«) «.' + {« - 

= -(«-«,)K-^.)(-.~' 

,_.i«,-«.)CT' + (CT. -«)«,'+(« — CT,)«.' 
= — (« — ff,) (ff, — ff.) (ff, — ff), 




eiler e 


rgiebt Bi 


li nach «itiig 


D leicliteii R 


ductiutieu 


65 


z. = -i 


o- 


",)(".- 


".)(» 


+ «i 


cut 


u cot a, 




+ i 


Ä- 


"■)(«,- 


«,)(« 


+ «, 


CO 


u cot a. 


[ 


-t-i 


ff— 


«.)(«.- 


».)(" 


H-«, 


CO 


a cot 0!, 




+ i 


«. 


-«,){— 


-«,)(« 


+«.) 


col 


u, cot a. 




+ i 


«. 


-•,)(«■ 


-«■)(• 


,+«) 


cot 


ß, cot «, 




+; 


"■ 


-».)<«- 


-".)(" 


+",) 


cut 


«j cot a 


..n >o 


leicbt er 


Kit 


mOD 










)Z.= 


=-lCOU 


K" 


.-«,1« 


•+( 


»,-« 


)", 


+ («,- 



• -|-icol«i K«, —«,)«' + («, —ff) 

od folglich anf gans äiinlicbe Art wie oben 

-l-i(«-oJ(«, -«,)(«. -") cot «, 
-I(«-«.)K -«,)(«,-«) cot«, 



-H{p-«,)ß,»i. 



Fülirt i 



endlich die gcfutidenea Wcrtbe vun «v 
i in die erste der GleicIiDngen 35) ein, 
igpo keine Schwierigkeit darbietenilcD 



68) Z = ^^a,(f> 




)(ff, — »,) cot « cot a, 
}(«, — «i) col a col «j 
ffi(n— «,)(«, — «j) cot « cut o, 
.(«,-«,)(«-«,) cot«, cot«, 
,(a, — a,)(a, — a) cot a, cot a, 
,(«, — »i)(° — «■) cot «1 cot «,. 
wie leicht erhellen uird, auch 




I .V = a(«— a,){fl, — ff,) cöt « cot a, 
+ 2(»—a, )(«,—«,) cot « cot B, 
+ 2(<»— ()!,)(«, — ff,) cot a cot a, 
+ 2(o, — iis)(« — «,) cot a, cot a, 
-|-2(rt,— o,)(o,— «) cot o, cot a, 
+ 2(fl.,— «,)(«— o,) cot «, cot oj. 

70) Z = 2«,«,(a-«,)(o, — o,) cot a cot a,, 
H-2«,a,(« — o,)(a] — «,) cot a cot «, 
-(•30,i7,(a — a,)(a, — 0,) cot a cot a, 
H-2«B,(o, — *>■,](" — ",) cot o, cot u, 
-t-2aa,(ff,— «,)(«,— «) cot a, cot a, 
+ 2ff«,(o,— «,J (« — «,) cot a, cot u„ 

71) Z,=a(«, — «,)(«,—«,){«,— «,) üut a 

— a,{a — a») [a^ — «,) (w, — «) cot a, 
+ ff,(a — V|)(<i| — «.)(<»i — «) cot a, 

— «,(«— »,)(«, — 0i)(a,— a) cot O,,; 
72) Z, = («— «,)(ff,_«,)(fl,+«,) cotMcota, 

«—«,)(«,— «,)(«,+«,) cot « cot B, 

o— «,)(«,— «,)(«. + «,) cot a cot a, 

»I — «•)(" — «j)("+«i) cot ffl, cot a, 

■(«, — :«i) (»j — «) («, + «) cot a, cot «a 

—«,)(« — i7,){«-h«i) cot a« cot u, 

73) Z.=(«,~ffJK-«.)(„.-«,) cot« 

— («—«,) (o, — «,)(«,— «) cot et, 
-H(«-«.) («.-«.)(«.-,») cot«. 

— (a — «,)(«, — oj)(ff, — «) cot «, 
setzcD, welche Formeln die leichteste Berechnung der GrSi 







z z, z, z, 

X' iV,' vV,' ^, 


oder 
gestatl 


D dürften. 


A, B, C, D 



Wenn wir jetzt i 
gendeB Winkel 



, die ISO" nicLt übenHl- 




liunffRD : 



S3/S„ SS/,S„ S/U,S„ SJU,S, 
lasBCD, SU hüben wir Dach 21) die vier folgendeB Glei- 



— »a)A cota + (a, — o)^, cot«, +(«—«,) i, cot a, 
= — (a — a,) («1 — a,) («, — «), 
[ (ff| — CT,) i cot a -+- (», — o)^, cot«, +(»—«,) ^, cota, 

j («, — «,) A <="<*» + («• — o) A» cot«! + (o— «j) Aj cot«, 

' («, «,) Al COtO!|+(«, «■}As COlC, +(ff| — flj)AlCCltO, 

M können uns in jedein Falle einer jeden dieser vier GleipbuDgen 
la einer Priifung'sgleicbung liir die Ricbligki-it der sanzen gcfiibr- 
;d KechnuDg bedienen, wua immer von bcEondvrer Wicbligkeit ist. 



I 

t. Wir wollen nun nach den im Vorhergehenden entwickelten 
Wneln, nm deren Anwendung zu zeigen, ein Beispiet berechnen, 
nd wollen dabei annebmen, <Ibbb man sich, um von dem Punkte 
/, M,, M,, AI, durch den Punkt .V zu dem Punkte S, cu ge- 
ingeo, immer niicb derselben Richtung bewegen müsse, nach wel- 
her man sich bewegen muss, um vun ilciu jiusilivtu Theile der 

der X durch den rechten Winkel {a-y) liimlurcli zu dem posi- 
1 Theile der Axe der y zu tticlsogen. 

Sind nun die Abacissen der Punkte 

die an denselben geraeasenen, ISO" nicht übersteigeDden 
kel 

SJUS,, SM,S\, Ä'ytfa*,, AM,S, 
Bctive 

+ 2, 3; +5, 6; -4-9, 9, -H 15, 7 

9»°. 25', 78". 10', 60*. 54', 45°. 56'; 
bat mun unier der geraachtea Vornussetzung im Folgenden immer 



« = 2,3 


und 


a ^go-.sj' 


«, = 5,6 




«,=78. 10 


«,= 9,9 




ß,=fi0.54 


a, = 15,7 




«,=45.56 



p 


Zuerst lierei^hnpt man die rnlgen<!cn GrösBen: ^^^H 


L 


«,-« = 3,1; „ + », = TXÜII 


L 


«.-» = 7,1; »rf-», =12,2 .^ 


|v 


■• ,.„, „.-«=13,4; „ + „.=18.0 .) 
1 ■ - „,-„,= 4,3; „,+„, = l5,ä J 


^^ä 


„.-»,=10,1; «,+„.=21.3 _,,,'■ 


^H 


\ „,-„.= 5,8; », + „,=25,6 ■ 


^H 


^^^Li^ loir „ = 0,3617278 


^H 


^^^V „, = 0,7481880 


^^H 


^^H(,: lo; », = 0,0»äe352 


^H 


^^■^ log = l,l»S8m7 


^^ä 


^^^W' tog („,—») =0,5183139 

^^^B" log („, — „) = 0,8808136 ^ 


^H 


^^H 


^^V' leg(„.-»l =1,12710..8 


^^H 


^^^B log („, — „,) = 0,6334085 


^H 


^^H^ log („. - „,) = 1,0043214 


^^ä 


^^^K' log („.—».) = 0,7634380 ^ 


^^ä 


^^V'' log(„ + »,) =0.8077271 


^H 


^^H,. Iag(> + »,) =1,0863598 


P 


^HH)'' log („ + „.) = 1,2552725 4 

^vmUfX' »> ■ ,„j,„_ _^,j ^ 1,1903317 :;'||^M 


1 . \ 


log („,+„.) = 1 ,3283796 ^^M 


J^H 


f log („, + „,)= 1,4082400 ^^ 


^H 


1 ,, log (— cot u) = 0,2197097 — 1 ] 


^^1 


^'' log cot «, ■= 0,3212216 — 1 J 


^^^ 


log cot «, = 0,7435370 — 1 ^^H 


[ 


lüg cot «, = 0,9838484 - 1 ^^M 


^^^ 


Mao echält oon leicht ^^H 


^^1 


. („-„,)(„,-„,) cot „ cot ,., = - 0,665 


^^1 


L (»-„.)(„.-»,) cot „ cot „.=+ 7,086 


^^1 


[ („-„.)(»,-„,) cot o cot .<. = - 9,250 .( 


^^1 


1 („,-»,)(„-„.) cot«, cot..,=+ 6,719 


^^H 


1 („,-„.)(„.-„) cot«, cot«. = -15,567 


1 


1 („,-„.){„-„,) cot«, cot«. =+10.312 


fc^ A = - 1,365 -J 


K*)»!« Rechnung ist nach den Formeln 62), 68), 6*), 65), 67) bis w£ 
^~^ DeeimBlen geführt worden. " 


B 


■^^^ M 



405 



ä3«r,(a— 0,){iv^ — »») cot '« cot «', = 
a,«f,(a— »,)(!», — «j) cot a cot a^z= 

170?, («1 — a,) («^— a,) cot a, cot a, == 
fia^iai — a^)[a2 — «) cot «> cot a, = 

«f«i(«a — ^t){^ — «i) cot l»a cot a, =: 



— 103,373 
+ 622,974 

— 512,808 
+ 242,639 

— 354,461 
132,814 



Z = - 

V 

i«(a,— «r5)(dr, — a,)(flP, — «,) cot a = 
— ^«,(« — ar,)(a,-.a,)(a,— «) cot a, = 

^^»^(«r — «i)(tfi — ^s)(^s — ^) cot «,==! 
— ifl^s(«-— «i)(ai— iVa)(iy2 — «) cot «^_= 



*- 27,785 
—. 48,042 

— 346,518 
+ 1230,504 

— ,819,434 



Z,= 

lia — tf])(fl^a — ^»)(^a'+'<'i) cot a cot «j 
|(a — ^a)(*»"-«i) (<*!'+• «i) cot a cot «^ 
^(a — a,)(i7, — «3)(Ai+^3) cot a cot a, 

|(«i — »a)(» — «»)(»+^») cot a, cot «a 
4(»i — ^s)(«a — «)(^2 + «f) cot «1 cot «a 
^(»2 — <»»)(» — «i) (<»+»i) cottta cot a. 



16,510 
r=— 8,513 
= + 75,463 
= — 71,686 
= -+. 60,475 
= — 94,959 
= ^- 40,731 



Za = + 



i(«i— <^a)(»2— «^i)(»i— »i) cot a = 

— i(«— «a) (fl'a— «.) (<».—«) cot a, = 
J(«— flpj (»,—»,)(»,--») cot ttaZi: 

— i(»— »i) («1— »3)(«a— ») cot «, = 



1,511 

— 20,888 

— 61,878 
+ 124,293 

— 52,193 






JV 



UV, 






C^Dziz^ 



- 10,666 

27,785 
1,S65 

16,510 



\ 



1,365 
1,511 

10,666 
1,365 

9,155 
1,365 

12,177 





1,365 


^ = ^ 


20,355 


B = ^ 


12,095 


C= — 


1,107 


B — + 


7,814 




(C+/>)(C— />) = — 50,S32 
CD^— S,650 
(0+ fl) (C— y>) = + 39,477 
B.^B^CD = — 3 445 



Zur Beatimmuns: von 

ist, tidcli den ubigei 



iefolg".' 



in die 




lelu 



' = B, c«t : 



n Falle, wo A, poflil 



luft 2 = 0,3010300 

|og(_gJ = 0,537IS9a 

0,S3S2m-2 

lug J, = 1,5963441 



log (— lanjw) = 0,241875! — I 
<u = — 9". 34'.0",813 
> = — 4 . 57 . 0,407 

l,062-i3r>0 
log (-cot »=? — 100 



l"5 { 



1,0021230 
ß,) = 0,33718fl2 
log . V' 

log . V 



1,5996142") 
0,7998071 



-CD 



Wir liabeii alsti 



w = — 1,107 
w, =±0,346 
LekuiiDtlicli 



= ± 6,307 
= ±0,546. 



v = ± 6,307 
»,=+ 7,814 



*) Um die Richtigkeit ilur Rechnung la prü/en, kÖonte 
By cot^ Buch noch —B, Ving \bi berechnet], wo danu ii 
B, eot ic. + (-fi, tangi«>> 
!^S, (uot jEU — ^ tang ^u)) 



IIa» 





W— -»T*» 


' ^^^H 




Wl 


^H 


ist; Bü eriinltcn wir die iieidei 

jabe: 

B Erste 


n TolgeDiIea Auflüsung'eii i 


anserer Atif- 1 


AuflösiinK. 


^^M 


x = - 0,561 


y = + 14,121 


^^^M 


^,=— 1.653 


y,=- 1,507 


^^^M 


Zweit« 


: Auflösung. 


i^^H 


x = ~ 1,653 


y^+ 1,507 


^^^H 


^. =- 0,561 


3<,=— 14,121 


^^^^ 


lim die RicLti^keit der 
mt mitteJEt der Uleicbuuge 


RechnuDE- zu urüCeu, le 


rechne man 1 


n 33} die Größen A, Ar 


, A., A.- J 


Hf, — nf 


, = — 12,095 


^^^M 


av 


, =+ 17,972 


^^^^H 


agp 


, = + 43,758 


^^^^H 


^^_. a,v 


. =+ 77.350 


^^^^1 


^■t 


, =-+- 122,680 


'. '^^^^1 


^H- 


= 60,1.54 


' ^^^^1 


^H. 


= 111,706 


^^^^1 


^^R' 


= 178,908 


^^^^1 


^^K 


= 269,550 


_^^^^| 


^^V 


= 1,7791201 


^^^H 


^Hr i°K 


= 2,0480765 


^^^H 


^^K l'>E 


= 2,2526297 


^^^^1 


^^^Lju; '°l^'^' 


= 2,4306393 


^^^^1 




(«,—«,) A cot « = 


+ 43,8S^ ^^M 


HpHp. 


K-«) A, c»t ". = 


+ 177,874 ^^H 


KfjiW.H- («,-„) 4 , c, 


{»-«■) A, cot fl,= 


: — 328.610 ^^^1 


)t«,+(«— fl.)A,co^«I — 


, — 1U7.852 ■ 




-«,)(«,-«,)(a,-«)= 


: - 107,844 1 


F 


Djnerenz = 


=p 0,008 1 


roraus man aiebt, wie gennu 
CD 74) erfüllt ist. AuAlinlif 


die crsle der vier PrüfuD] 


Rsgleicbun- 1 


:)je Art köuiiic man aucti 


jede andere - ■ 


ieser vier Prurungsgleichungea entnickelD. 


■ 


Die Bereclmung iJer Gröae 


len 


^^^^B 


k S, ©„ ©„ © 


,; ©■, Q-,, ©'„ 0-. 


^M 


.-■, r, r',, r„ r'. 


D vie iler Ealfernung: E der 


beiden Funkle iS und S, 


Ton eioan- ^^^B 


er aacli den im Obigen enlv 


i'ickelten Formeln können 


wir um so ^ 


her fdglich dem eigenen 1-leisie de» Lesers iiberlnsse. 


1, weil das m 


Brfaer berechnete Beispiel nur die beste Fnrm der Becbnung zu H 


eigen den Zweck hat. 






Weitere Entwickelungen 


Über die bier bebandelte nnd äbn- ■ 


■che allgemeinere Aufgaben behalten wir spätem Aufsä 


Ltzen vor. ^H 


^^ 


_ 



XLIII. 

vcodütische Aufgabe. 



Herrn L. Mossbruggerj 

./i-'* , Lehrer der Matbeuiatik un der Kantonsschule zu Aanu. 



endli... _ 
jV, mitliin 
lull di< 



die relntivc t.u^^e und die Meeresli5t«k 
l'unkte^ und /> (Ti.f. VII. Fig. 9.) gege- 
- keiiut man den liorizouliLleii Winkel bei A', 
e ProjectioDeo cA' u od »lA der Lin ien y^A' nud 
r Uurizuntali^liene cAnu mit «ioiindcr bilden; 
cb die Zenit bdialnDzrn vun ^ und B \t 
fCaniungen su 90" piegebeo. Man 
; des Funktee A in Itezug' uuf J 
äDdistaDZCi finden " ). 

rdi A scleu^te lloriznnlnlebcne cÜm; 



elu 



:l> ib 
live L 
den H 
r Ulla e 

und ffm 



ecf"' 



Denk 

endlicb sei «/' || cÄ, BP\\m,\'\ so wird aueti PA 
cAw und Lithi = L^Ac sein. Zlebrn wir nocli aus den 
burchscbnirt /> der Zriuieu n/* und JA die Linie /iQ ||7*jV und 
r__iT_j.... M\ . it ff .....j ^ „;t ..^ .....I cn..i.A.. .i.^.. tiii^-m^ Wesen. 



mit ß und Q mit gn, und setzen dei 
Ba = a, Aa = h, LaPB==:.LeAm = r 



-.g,; 



I 



Sil reducirt sicli die Aufgabe dubiu: Aus den gegebenen Stücj 
e, A, a, ß, Y die Grossen y und gi zu bestimtuen, noraus sieb 
dann »lies L'ebrigc ergibt. Diesen Annnbmen zufulge ist 

DNr=.y cüsec a, liPT^y cotg «, ^A'=:(>5-^y) ci 
cN={h-^y) eolg ß, ö-/'=y colg jS, ÄA=y co: 



*) Der Herr Verfasser des vgriiegenden Aufsatzes schreibt mir bei iltf 
tJebcrseiidung deKselbeu, dass ihm die obige Aiircabe Tou ilem > 
ligen ]ireu!<siiji:h«ii Ingenieur: Herrn [laujitmaiin Michaelis bei . 
genbeit der Aufriahuio der St. Gattbartlssirnsse zur AuflÜsiiug 'vorGel'gl 
norden soi, Uebriftens wünscbt der Herr Vurfasscr, dans die AufgaHi 
eben so tvie der in No. XXXIV. niilgelheilte Satz, nur ab eine Ueliuop* 
aufgäbe für Schüler «ngeseheu werde. '' 
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■ 


Feroer 


ist im Dreiecke BPB 

BD^ = BP^ ~yBP> —1DP . BP cQi y 


:■ 


und im 


Dreiecke BDA 




^M 


oder, wenn trir die oliigt 


' H- ÄÄ' — 2öjV . BA cos ip 




'1 


BD^ 


= yMcutg «'-+-cotg ß'—1coi^a cotg |? eos y| . 


m 


BD'' 


= jcosec a' + co 


pBecß"-2ccisec n cosec ^ cos yj , 


■ 


j4us (1) uud (2) fiDden i 


rir nach einigen Reductionen : 


^ 




CDS y = i.in 


^,i. (! + co. «CD. f ™. ,. 


■ 


Semen 


wir in diesem Au; 


,imkt'::!!-iAJJ = tf S, .0 i>t 


■ 




cos y = 


sin fo-i-rf) sin ? 


^M 


cusrf •-■■ '•^> 




Ferner ist im Dreiecke . 


1BX 


■ 




-^Ä» = AA 


'' + «A- - ijlX . BX cos f. 


^^M 


oder. 


wenn wir die oLei 


a angegebenen Werlhe einführen: 


JH 


«»-f- 


/.■=(/S + y). ™ 


sec o'+j'eo,cc f 


^^ 






-2(/, + y|jensec<.cosec 


,! CO. » 1 


odcr 






1 


y'lsi 


ü^'-HBin«'— 2sin 


«>in|!co.,H-a/,s,.in|S.|.in|S-.i 


oacosyl ■ 






= («>»in«--4'eo,a' 


')ain?=. "fl 


'Aus dipscr GleicLuug ti 
Z^etrisclicu ßelutioDuu: 


nden wi ■, mit Anwendung folgend 


er gonio. ^M 








"' M" « 


. + ,i„J._S,i„, 


a»iü|!co.|,=4|,i„j(„+«.co. 
-.in a sin(J eo.J»'! 




BlQi^ 


— Bin « coa 5p^; 


2|.in-;(«H-«co.JC.-(<)-.ino 




, für i 


r foltjenden Werlli 








A|si., 


J(,>+flm.J(.-fl-.ii. »...).,." 


." 


■f 2lsin l((«-l-01* CHS Jla— al= — sinn sin S cas . 


Iv'i H 


La' 






J 


1 






^ 




Die bisher bekaanten AuflosuD^sweiaen der cubisclien Gleicfann- 
j^ea setzeo sammtlich eine ganz bestimmte Form der Gleicfaung 
" '-- - - ■ 1, Glied fehlcD, oder wenigstens eine be- 

llen veracliiedenen CoefficieDien der ein- 
, wenn die Emll'orinelD sollen sDg»- 
idt werden können. Es liut dies nber den NncbtLeil, duss eiDfl 
ioidic AuflüsUDß; dem Anfäng^er in dei- AI}i:ebrji immer u\s eine Alt 
ick cracLeiat, das durcb Zufall uuffcelundeo worden ist, und 
deshalb uucli vurzugsweiae das Gedäclilniss in Anajiruch nimmt 
Ganz besonder^ gilt dies von der aogenunnten Cardaniscben Rcflteli 
die noch überdies nn einer Holcben lle:<cbränktbeit leidet, ilaai anclt 
uicbt einer der Fülle, in denen eine cubiscbe Gkicbuog- eine bd' 
mitlelburc Angabe ihrer Wnrxeln gestattet, in ibr entbalten irii 
Dies bat mich verimlasEt, eine Auflösung zu Eucben, die gar keine 
beanndere Form der Gleicbun<; verlangt, dabei auf ciDem müglicl»! 
eiul'acbeu Wege gefunden werden kann und die bisher angegebe- 
nen Lasungen sämiBllicb als speciellc Falle enthält. Wae ich er- 
halten habe, scheint weniffsteua für den llnlerricbt nicht unbraudi- 
iar zu sein, weshalb die Mittbeilung desselben an diesem Orte sicli 
vuhl rechtfertigen dürfte. 



i Es sei die Gldcliuni 



mittelbar x = - 



i/c. 



'~i-c = gegeben, an ergiebt sieb 
uitbio x-i-\/'c ata einer der zweitbeiü- 



; durcb (^ + l/<;) diiidirt 



^ea Faktoreu der vorgcß;eheD' 

linilet man sogleicb, wenn mal 

Man erbält dadurcb ^' — j?l/c-i- J/ce^O uod diiraua die beiden 

underen zweitheiligren Faktoren :c ^ iyc(l -i- i^/S) und ar — 

i^c(l — »1/3), wo t:=l/— 1 gesetzt ist. Ist (rnegativ, so gclieadie 

Vorzeicben von \/c Id die eiitgegea gesetzten über, obue dasB sieb 
in den gefundenen Ansdrüclccu sonst cttras änderte. Kine siige- 
nanDte reine cubisclie GIcicbung liat deinnacb stets eine ri'clle und 
zwei imaginäre Wurzeln. 

Soll nun die Gleicbung x' + ax* -i- 6x + c = Q iiufgeloat 
werden, su iiliersiebt mau sufurt, duss dies am einfacbsten diidurch 
gescbelien kann, duas man sie in eine andere von der Form y'-\-d 
^=0 umformt und leiKierc auf die so eben nngegebene Weise liist 
Ka wird demnach für x eine suldic Punktion vun y gesetzt wer- 



abbängige Grössen u und v enibä 
(he der letzteren so aezunebmen 
d y gieicji Null werden 



jöglicli s 



Art ist aber x=, 
Stiluirt, 80 erhält 



Wird diese als 



e Wc 

Cueflicieiiii 
infacliste Funktion dies 

I in obige Gleicliung sab- 



!-("■+. 
Iiat 



.„. + /,„ + «) 

■«' -f- l)U + c) 






4-3c]J 
h3rl) 



und 

(eisten Gliedi 

(ladurcb, duai 



vcrauLwinden. 



,u besliminen, dass die beiden mit- 
Es gescbieht dies am einfacbitM 



= «i 
8 dasselbe ist, 






setat. Diitnit crbült muD sofort 



e Wenbe: 



_3(i.'+«»'- 



= o'(o-h3o)+(S+<.f)(2«-«) 
= (. + 3,.) (»-»)• 



und auT äbulielic Weise 

3(«"+oi.'+«m-i-)=(aH-3«)(i»— «)•. 
Die trHnsfurinJrte Gleichung nimmt daher foif^nade Gestalt t 



= S"("+3») 



«g 



-(»+3«) 



I»-")' 



i-tSs,--- W 



Kür 
dre 


c Imllier 
WerlLo 


o + 3» = 
von y folg 


L^ 


nd 


issen: 


1/ = 


A 


) 








y= 


i • f- (1 + -Vä) 1 


(■*) 






v= 


= ä.f(l 


-'V^3) ) 









Für den QuoiieotCD ^ lassen sich mit Hülfe der Gleicbai 
nocb folf^ende Wertlie aufstellea; 

+ 3« u_ i + au i^ Sc-^-iu 

-t-lv D ' y -+-"«' "' ' Sc -t-iv 

Ausdrucke ilcr Reibe BBch in die G\A 



e drei Wurzeln der td^ 
eellea VVertl. vui 



Werileo nun di 
^^-j^^-^ gesetzt, so erhält 
beoeo cubischcn Gleichung. 
ZuvürdurBt ist, wcan mai 

» = ^(5-* — «) uud f = H/t' — a), 
, (g' — a)+( i' — a)ff , g-t-hjr , 

also auch 

= -i«-isHg'^-A).... (5) 

Substituirt man ferner die imaginären Wertlie van w, n 
ff(l — 'V^)) Bo bekommt: man 




igA. 



«A + g(l±.V3> • 
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Wird der Brneh reeliter Hand im Zähler and Nenner mit 
mnltiplicirt, so erhält man nach einigen einfachen Redaktionen: 

.=_i^+i^Ä^±*>^|::=*Jf^.... (6) 

Es bleibt daher nar noch übrig, die Werthe von 9$^ Vy g and k 
durch die CoefßcienieD a, 6y c unszadrücken. Es folgt aber ans 
(1), wenn man zur Abkürzung 

a* — 3ä=s>&, 9c — aÄ = «i, ä» — 3«c = ii 

setzt, sogleich 

m , n 

and daraus auf bekannte Weise: 



m -h- ^m* — hnk m — k «t* — hnk 



V 



2k ' "~ 2k 



mithin : 



2a^-4-.3«i-|-3K «t» — hnk 
f? — 2k 

r, 2ak+^m — 3k «1» ~ Ank 

n — -^ . 

Kd ergeben sich damit endlich die Wurzeln der vorgelegten Glei- 
chung: 



w^i — i« + T • 2 

^ = — i« + V . 2 



(7) 



^0 die Grössen p und q durch folgende Gleichungen bestimmt 
"^Verden : 

2;>» = 2^a>t -f. 3m + 3V^«»» — 4/i^, 
2y» = 2«/? + 3zw — 3\/«»* — ktik. 

S^tzt man statt ^, #i, n die entsprechenden Werthe, so verwan- 
delt sich : 

*iitHh3a»=t3V^«i»— 4»>t=2a» -.9«*+27c 
=Ä»(a»-4Ä)+{ 3V/3.£d=V^27o». 18«^e+4«»c.^»(«»-4^J j» 



.elaeo FällcD mit Nutzen gebmnclit wer- 
jer ßuaaer Jen in (7) zuaninraep^ealellleo 
:b eine zwvile Reihe Holchcr Wertlie er- 



Wc 


«'^rrfr, 


ID 


die 


Torgeg:« 




küraer ist. 




h HAn 


Fornelo 










-±=0 












erhält uuf diese Weiie i 



(9) 



d 7, iius den Dachst eh cd den GIeichung;eo gefunden werden; 

oder i.uch Jj (10) 

2(2*» H- aOTriacl/«*' — 4/./; 

=«»(Ä*-io'c)+j3l/3c±\/27c'.18«Äc+4Ä'-«'(Ä'-i«cJ|" 

Die in (8) und (10) zusammen^eHlelllen Werlbe von p und ^, m 
wie vuD /^, UDd (ft, siud stnU reell, eo lunire m* ~ iitJi: uoa'itiv itl 
Haben daher « und ^ UDgleicbe Vorzeichen, ho bat die Gteichong 
immer nur eine reelle nuti zwei imapiinäre Wurzeln. DusaelLe iit 
iler Fall, wenn n und ^ gleiche Vorzeichen besilzea und überdiew 
m'^itA ist. Wird hingegen in dietera Falle tn-<^4nÄ^, so cr- 

lugcnhlicklich über- 
zeugt, wenn man die Wertbe voti p, q, p, und ^, nach dem binB. 
DiiBcben Lphrsutze entwickelr. Denn dann beben sieb die mit i Lt 
hafteten Glieder «ämmtlicb uuf. Im Allgemeinen bat also die Glii- 
;clle Wurzel, wenn 

27c'H-4«'c-H4ä' >«*i». 

i reelle Wurzeln, wenn 

27c"-+-4a'c + 4i' <a'i' + lS«ic 

eallgera 



ist. — Nncbdem auf diese Weise die allgemeinen Werihe der sänwl- 

licbeo Wurzeln gefunden norden sind, so ist es iiunmclir leidili 

: Reibe specieller l.tisungen aus ihnen abzuleiten, von iaxt 

ein Tbeil auch bereits bekauat ist. 



i 
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Fall I. El sei « = 0. 
t Die Gleiciinn^eD (7) bis (10) geben anmittelber; 



« = {((? + ?) + *- ?)'K3) I 
^ = i& + ?) - fr - f)'l/3) ( 



=\-'ic+iV; 


• + 


^1 


= l^i.-jK? 


• + 


M- 1 


•^ ii+p' 


-*-'/ 


' 1 


ii-i<p-+fi- 

c 


Kf- 


-,.),V3| 



(11) 



(12) 



- ii— iO"H-?')+äO"-y').V»/ 



B Wertlie von ;, uod 7 sind reell. 
ireBD c' -f- ^V*' < 's(. Die t 
bIbo nur eine reelle Wanel, wen 
ieducfi ' " - - ■ 



'H-//^-f-c:=0 liut 
l jioaitiv, Oller wenn i negativ. 



I C >-^\i> ial. Dnscgen besitzt sie drei reelle Wurzeln, 

i negativ und zugliricli c*<Z-yT^' ist- 

Die tVmela (II) bilden die so^euuDDte Carilanisclie Pur* 

nel. f^ie knnD zur AufiöauDg aller cubiscliea Gleicliungco dieueD, 

\a jv' + ax* -^- 6a; + c = sich Eteta auf die Form y' + By 

■H C=0 liriügea lässt, wenn maD x^y — ^a setzt. Es wird 



der mit den oben geliraucbten RezeicLuungen: 

C=^\aA-i-lm = l\m — 2aB\ 



Fall 3. 
I Fall erhält ms 



1^ = 0. 



,»=: — ia — (p' + ( 

^= — i« 4- iK;»' + ?') + (;'' 

r = — ia + itC^' + r) — (;'^ 







die Werllic der Wurzeln 
) 




^0 Lat (lulier im ers 
lea (ln):es<:D drei. 

Die Vormein (13) 
rung iler Curduiiiscbei 
Buri^ filier cubisclicn 



D.I ff eind 
r nepaiiv 
<teu falle 



I Oller iiDHginär, je naclidoB 
Die (ilcif-bunsr a;'-\-ax*+e 
eine reelle VVurzel, im twä- 



iii<l (1-i) bilden ^ewissermiiasseo die Dmkeb- 
PiirmelD, utxI können gleielitalls lur AoflS- 
ileicbuD^en gehruuclit werden, indem 
'.a^' + Äa? -j- c = siel, immer uuf die Tor« 
Obnngen lässl. Es gesciiiebt dies, wenn n 
«* — 3Ä) Beizt, und mnn crbiilt: 

yi = — Va'~AÖ 



Allsdrücke, die denen des ersten Fnllea nn BequemlicIikeU freilicb 
nucbsliOien, jedenfalls Hber dann mit Vortlieil gebroucbt werdiD 
können, wenn «' — 3* eine ftuüJrutzabl ist. 

Ausser den liisher ^emneliten beiden Annalimen können- iilier 
nneli mebrerc einzuloe S|jeciclle Fülle entwickelt werden, die < 
fiills zu iillgemcinen Auflösungen fiir die cubisclien tileicbungei 
sieb briiucbeu luascn. Die drei wicbtigaten derselben biegen sieb 
fiist unmiltelbiir d;ir, indem nrnii in den Gleicbuugen (8) und (tO) 
Buccessiv m, », /c gleicL Null setil. Man erbält dicdurcli die nach- 
atebenden Formeln, in denen jedueb immer nur diejenige der b«l' 
den Wurzelformen (7) und (9) in Anwendunj^ gebracbt wortlen iil, 
welcbe im Rcsultute die grüsste Finfacblieit genährt. 



Fall 3. Es sei «» — 3Ä = 



In diesem Falle wird 3«=- 
«t = 9c — i«', und daber 



I (7) p^^Zm, j'=:ft 



-ia+^(H-'V3)l^'^-s'T«'l ^^^* 



i GleicLupfc af' + «^* + rfli'ic H- c = hat dalier i 
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Fall 4. ßs sei d^--dac=zn = 0. 

\ 

h 

Man erhält hier iw = ^, p^* z=z3mc, 7,';=0/iiiithiD ge- 

D die FornelD (9) 



Of 



— a^Vaia^ — U 

— Ä 
^= ; V (ißj 



a: 



-_Ä 

« 4- j(l — fV3) Ka(aa — %by 



\ hat also die Gleichung' a:^ -\- aä:^ -\- i^dac . a: + c=0 gleich- 
Hs Dur eine reelle WurzeL 



Fall 5. ^Es sei 9c^a6:i=zm:=z0. 

Hier ist » = — ^k nod — lkmkz=i-^\bk*. Oamii «rbält man 
18 (7) 

x-= — -j» — |V «* — 3Ä (;» + f-) 

S ' t , 

gleichen ergiebt sieb ans (9) : 



(17) 



»Äf ^»"^ ""^^ • • 



^ = T . 



a; = -i 









\ - 



\/%b-iVa>-U lö».-l-y,)-(;».-y,>V3| 

a t . 

)emDach hat die Gleichung ^^ -f- aa:^ -+• da: + ia6 ±= (^ stets 
üne reelle Wurzel, wenn 6 positiv ist, 'und drei, wenn 6 nega- 
iv ist. 

Thell IV. 27 , 



] 



Hier wird a» = 8«Ä, p=^a~{. \/V>, y = « — VU, 
nncii (7) 

^ = H_l/:r7 (19) 

Demnach hat die GleichuDg; a:* +ff^' + äo--)- oä = stets eine 
oder drei reelle Wurzele, je oachdem d (lositiv udcr uegativ ist. 

Fall 7. Kb sei «»~W = 0. 
Die GIcichuDgeD (T) geben hier die Bpeciellen Wcrthe: 
^ = — > — (p'+y') 
^=: — 4a + if;('-|-y=)-1-J(;.' — y>),V3l 



DemDacli hat die G!pifliun|t j:'+ i»^'+-inr'j7-4- c^O nur eine 
reelle Wiinel, wenn pnlwi'iler c |>UMtiv und ?>•■,',«'. »der weu 
c Degaiiv und cd^-^-to' ist. lu den eolgegengcsctzlen Fällen kn 
men ihr drei reelle Üurzclu zu. 



Fall 8. Es sei Ä» — 4flc = 0. 
Die Formeln (9) udiI (10) geben für diesen Fall: 





ii + r." + '/,' 






i'' — i'l' 


'-t-?i')^ 


ilf, 


-'/ 


'J'V3 




c 


l 


ii'-ir. 


■ + !,■) + 


ä(p, 


— q 


■^)V3 


r,=yi 


. + ;l/.- 


-' 


sf'' 





(»1,*=- 



Biernacli besitzt die Gleichung ä'' +4— .a'' -i- Ä.r -1- c = Dir 
■ i?« nder drei reelle Wurzeln, je nachdem e' > -iÄ* oiw 
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Ks loliDt nicilt üer IVIülie, iiocli anilerweiten specielleD työsua- 
I nacliiulrachlen, (In die Iiler gegebenen ziemlich die einfaclistea 
ITesnltate liefern. Die beiden zuletzt enväbnteii Fälle werden durch 
die besondere Form der in (8) und (10) gegebenen Eudnusdriicke 
dargeboten. 

Jeder ober der im Vorstellenden nufeefiihrten Fälle bietet eine 
allgemeine Aufl(isun&; der cubiäclioi GielcLungen dur, wenn es oiüg- 
licli ist die Gleichung ;r ■ -+- « j;' -4- ä* H- c ^ so umzufurmen. 
daas die Coel^icienten der neuen Gleichung den Bedingungen ent- 
sprechen, welche der zu b'rilude gelegte Füll verlangt. Setzt man 
in vorsteheuder Glcicbung a^i=:y-i- x, so geht dieselbe über in 




+ (3'+«s=-t-Äi+c)l" 



:Ooderp'+^y»H-ÄjH-C^O 



und man kann nun s so bestimn 
bene Bedingung dn>lurcb erfüllt 
3ä*+2«3-»-ä = 0, so bekumi 
erwähnte Curdnniselie Aufliisuog 
geaden inverseo. Will m.in dei 
legen, so uuss der Bedingung ., 



3n, duss irgend eine vorgeschrie- 
rird. Setzt man Sx-i-a — O <ider 
t miin die schon in Fall 1. und 2. 
seinmt der mit ihr zusaminenhan- 
drillen specicilen Füll zu Grunde 
'* — 30^0 genügt werden, d. b. 



sein. Die Fntwicketnng gleit aber nur die Form «' — 3fi ^ ü, 
indem x sieb auf beiden Seiten vollständig htht, mithin kann der 
Fall 3. einer allgemeioeD Auflösung njcbt zu Grunde gelegt wer- 
den, wenigstens nicht, so lauge man Tur x keine andere Suhsti- 
tution macht. 

Um den vierten Fall zn einer allgemeinen Auflösung zu er- 
weitern, muss man ß' — ZAC, d. b. 

(3s' + 2«» + Ä)» = 3(3s+«)(Ä'+«a'+(5sH 

setzen. Hieraus folgt nach gehöriger EJntwickeluog : 



-3A 



-U " 



B^st A\H die Auflüsung, welche Cocklc riir zwei Jahren bekannt 
lacht und der Herausgeher dieses Journales im eraten Bande 
Klben mitgetbcilt hat. 

\ Dio Anwendung des fnnften F.ilics zu einer allgemeinen Anl- 
■Dg der cubisclien (ilcichungen verlangt, doss 9C=:AB oder 

9(a'-i-«,5' + i3-Hc_| = (;is-l-ff)(35'-|-2«3H-ft) 
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gesellt werde. Die ßatwickelung giebt x = j 
mitbin einen recbt einfacbcn Werlh dieser Grösse 




A = ^ 



■ik 



"J, B = t 



Gs würde doher, weoii man slntt der Cnnlnoiscbea Formel 
irgend eine andere wälileii wollte, die vorsleliende eine ganz be- 
sondere BerücksicIitigUDg' verdienen. Der seclisle Fall erfordert, 
i er verallgemeinert werden soll, duäs C^AB, aha 

inuss. Die Entwickelung gicbt jedocb die Gleicbung: 



verlnngt olao abermula die Lösung > 
wird dadurch, wenigstens bei der i 


einer cubis 
iiDgewende 


einer Verallgemeinerung unbrnucbbur 
Der siebente Fall würde erlurdei 


rn, dass A 


(3a -H«)' = 1(3*' 


+ 2rtrs + ; 


sei. Die Eniwickeliing giebt 




3s'-f-2»s_{«v 


-4i) =0, 


Ulsü 




s = -J(»+2V 


^a^-ZL) 



A = -iVa^-U 
(«■— C«= — 3iJl/(^= — 3/.) — |aÄ+c 
ie gani Lruncbbar ist. wenn \'' a- — 36 ei 
verlangt, dass Ä= — 4.^Coder 
(3Ä'+2na + Ä)»:=4(3a+(i}(,'a»+(ra* + iji-t-(T) , 
loll. Entwickelt gicbt dieser Ausdruck die Gleicbung; 
3a'-j-4fla> -t-65s' + 12c»— (fi' —^a() = 



eine Auriösung, dl 
tionalc ZabI ist. 
Der acbte Fall 



vom vierten Grade ist, so dass also dieser Fall f 
inerung gleicbfalls nicht zaiässl. 

Igt, dass es weiter keine grosse 



Vorstebeode 




rigkeit bat, neue Auflöf 

zulinden. Süll jedoch die" Wurzel einer un 
cbnng wirklich berechnet werden, so möchte 
alteu anderen vorzuxieben sein. 

Itlan verwandele die Gleicbuuj^ a''-\~aa 
die Substitution xi=y — \ie in eine andere t 



+ C=0, 6 

= 0, eine I 



Jng;, für wekbe sich mitlelst einer Tafel der Cq- 

irzel fiist ohne Rfchoun^ auf ilre fiinf ersten Zif- 

Es wird auch sehr einfach seiu, für ilie Werthe 



TOI 

I 



T&Tel zu hcrechDCD, mittelst welcher man ilic xu ilie 
i^ehörigcD Wcrlhc von s UDiniltclbnr findet, Vielleicht finde ich in 
(ler Folge Zeit, eine solche Tufel zu berechDeo. 



k 




Herrn Fr. Seydewitz, 

Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt. 



üeber eine wesentliche Verallgemeinerung des 
»Problems von den, den Kcgelschnittten ein- 

L 

Die allgcmeiDste Form, welche das bezeichnete Problem zaletxt 
erbalten hat, isl liekauullicb: a) In eineu gegebenen Kegel schnitt 
ein j»-Eck gu bescbreibeD, dessen Seiten in gegebener Ordnung 
doTch M gegebene Punkte geben; 6) um einen gegebenen Kegel- 
ichnilt ein »-Seit zu beachreihen, dessen Kcken in gegebener Ord- 
Dong auf /■ gegebenen Geroden liegen. 

Iin Laufe einer systemutischen Darstellung der sugenannten In- 
volutionen uIb eigenELümlicber Beziehungen projecti vi scher Gebilde 
anf einander begegnete ich einem Princip, durch welches nicht nur 
die innere Natur der obigen, sondern auch die einer weit allgemei- 
Deren Do|Ji>el aufgäbe vollständig aufgehellt wird. Und hierbei über- 
raschte mich die Bemerkung, dass zwei Aufgaben, welche beide von 
den Alten uns Überliefert worden und wie keine das Interesse der 
Neueren in Anspruch genommen haben, nämlich die in Rede sie- 
bende des Poppus lind die Tactinoen des Apollonius, beide, wie- 
wühl iu ihrer ursprünglichen Geslalt ganz verschieden von eiaaDder, 
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nacb einer ReiLn ton Verwtiudlui 
len, dass man versucht wird, sie 
derselbeu Aussui^e zu Iialten. 

Um niicii kurz xu fassen, werde icli inicli auf Sleiner'a Ati- 
bäu^igkcit geuuietrisclier Gustalteu u. s. w, ubJ uut'urt. 41S 
und-lä^desTruiUilca |irQ^ri^ti<a|jriijectivesdesfiguresvoii 
Poucelet berufen. AuHserdem Lemerke ivli, duss zwei iiut' einaoUer 
gelegte prujectiviaclie Gerade jJ, A,, so wie zwei cünceolTiacIie pro' 
jectivisclie ebene StrnhlbÜBcliel B, B, involutoriscb beissM. 
wenn dort die beiden Diircbscbuitte der PurttlleUlrableo aieli in 
eiaero PDokte vereinigen, bier die uo|rleicbnßTDi^en Scbenkel iler 
entsprectieoden recliten Winkel zusammenfnllcD; ferner duss, wie 
iniiD aicIi uus $. 16. des Steiner'acbpo Werkes leicht überzeii};«! 
wird, bei zwei invulutoriscben Gebilden A. A, uder B, B , je xttei 
enlsprecbende Klementc sieb in Jujipellem Sinne entsprecbeu, tl. Ii. 
dasB jedem Elenienie, wenn es nucb einunder als beidc^n Gebilifeu 
aageliörig betr.-tcblet wird, in dem jedesmuligeD nnilern Gebilde m 
and dasHelbc iüement entsjiricbl; und dna^ unigekebrt zwei auf ein- 
andf'r gelegte »der cunceutriucbe projectiviscbe C^ebilde involutoriscli 
dind, wenn ein einziges Glemenienpaur sieb in doppellem SIb» 
eutspricbt. Aucb soll der kürze wegen die Gigunacbaft, duss iirei 
Gebilde, z, B. A, A,, in Anaebung der euispreclienden Elemenlen- 
, paare a, t), C, b und a,, b,j C,. b, .... projectiviscb sind, durcli 



Ala, b. t, b....) = -ii(a., b,, c,, 



sowie, daas sie in An; 
Iciipanri! iDVoltiturlscIi » 

-7(fl,l>,c,b....a,,b,,c, 

bezcicbnet werden. 



selben als «ngeordneter Elcnl 



Oll, aurcb 

,b, ....) = .:/, (a,,ti,,c,,b,. 



§-1- 



1 



rt) Geben durcb einen beliebieeu Punkt «, in der t'^bene 
Kegelschnilles A" zwei beliebige dernde B,ü',, a,(i,, weicht 
letzteren in den Punkten 0,, J3\, a,, a, acbneiden-, zieht mai 
Geraden tf,a,. /f',a,; #,0,. B',a, oder ff,, a', ; a,, o',, die sielt 
Narweise in a',. a.\ schneiden, und verbindet die Punkic a', 
%ircb eine Gerade A^ legt man sodnnn durcb B, beliebig 
■Strablen Ä,, c„ rf, ...., welche den Kegelschnilt in b,,c,.b 
und die Gerade A in b',, c',, b', .... schneiden, verbindet die 

teren Punkte mit B\ durch die Strahlen //,, c', , if , welciid 

K in l,, c,. tl schneiden , diese wieder mit ff, durch //„ c,- 

, rf, , welche die A iu t)',. c',,b'i , und diese mit B', diirul 

//„ c",. rf, , welche K in b,, c,, b, echneideii; und ver- 
bindet endlich auch diese Punkte mit B^ durch die Strahlen b^. 
Ci,dt ..,., so ist erstens, wegen des perspectiviscben Durcbschnit- 
tes A 



Ä,(",i 



...ffj,(5,,e„rfj. 



■0 
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f zweiteus wetren <)e3 KeiccIacbniUca A', oacL Abi, a 
(.t.«. 38, III. reclils: » ' B 



= a,{<r 



nucli, -wvTiB miin die Stru) 

eiDem KtriihlbÜBcfiel B,, und dii 

n,(oder (i,),6,,c,,ef, . . ,. einei 

schpl /f, ungeliüri^ lielruclitet, 

^ftent'iills zu B, rccIiDct: 




',(» 






!,, ä, , (?, , it/ urgpriingJich 

hlea a,, j^i c,, r/, . . . . oebat 
0, coDceiitriHclien SlraiilbU- 
iiber die a,, Ä„. c,, rf, .... 






Hier nber sind die Sirahlcn a,,a, in dopiicltem Sione CDtsprecbenif, 
uIbu gilt dasselbe von je zwei entspreclicndep Stralilen, d. h. die 
sind mit den StrMvn 6„c„ti, .... , und folg- 
len Puiiklen ^i,C,,b, .... iden- 



iicli die Punkte b„C„ %, . 

NiK^b einem bekaunfen Sntzc scbneiilcD nun die DingonaJeD 

fl,(ia, h.i,, c,e,, b|bi der vollständigen Vierseite iritF^a^a\, 

ÄjÄ'.ijÄ'i, Ci^'i^jc',, d^d\d.^d' die ßUen gemein acliot'tliclie 

Diogansle B,B\ in einem Punkte, welcber der vierte harmonische 
zu B,,B\ uird dem Durcbaebuilte vanB,B\ und -■*, einer elen- 
falls gemeinscliaftliclicn Diiigiiniile, und anur der dem letzteren zu- 
iieordncte Puakt ist; aUit gehcti die erstürcti sämmtlich durcli einen 
und denselben Punkt p,. 

Hieraus scliliesst man sofort, da die Punkte p,, B,, a,,^,, C,, 
b, .... durcLaua beliebig und von einander unubbäugig sind, dass, 
wenn durcL einen beliebigen Punkt ^, die Geraden (t,a, , ti,b,, 
CtCs. b,b, .... beliebig gezogen und sodann um einen beliebigeo 
Punkt (B,B^} auf dem rmfimge von K die Strnblen a„ i^, e,, 
d, . ... a,, b^, c,, f/, bestimmt werden, die Iteziebuug 



Ä.K,'^,,'-,,'/, ■ 



:,('■,, 



..) 



ff,(«„Ä„e 



'i,Ä,, 



, rf, . . . .) 



«findet 



, 6i6, ge- 
eutenpaare 



Ferner: da der Punkt p^ durcL 
'n, und do dna ganze System entsprechender 
iwcier prujectiviscbeu Gebilde B^, B^ bestimmt ist, wenn urei uie- 
»er Paiire «,, ä,. o,; »g, Ä,, a^ beliebig gegeben sind, d. h. im 
hier betracbtelen Fülle zwei beliebige Paare zugeurdneter Elettiente 
«t, £, ; 01, ^, , SU musE sich der vorige Ncbluss auob umkehren 

0) Setzt mnn in a) Überuli, no vun Punkten und Geraden, 
Punkten auf dem l^mt'ungc von A', Verbindungslinien zweier Punkte, 
Durebscbnitten zweier (ieruden, Üurcbäcbuitleu einer Geraden und 
dpB KegrUchoittB, projecliviscben Sirahlbiiacbeln, pcrspectivischem 
Durchsebnitt die Rede ist, resp. Gerade und Punkte, Tangenten 
."iSB K, Durcbschnilte zweier Geraden, Verbindungslinien zweier 
~ '" ingbuteu von einem Punkte au den Kegelschnitt, pro> 





jcctiviaclie nernile, Prujectiuus|)uiikt, und bpriickaichtigt Abli. geom. 
Gest. $. 3S. ]|1. links, so crgicbt sicli die rechte Seite des folgen- 
deD Lehrsatzes : 

SämmtliciiePuDktcnuuu 



Kegelschüilt va 
liebiffeD elicaei 
acliefffeacLnitti 



Strahlbiiscliel; 



Liegt de 



uf dem Uinfuug 



Des und deuselbeo i'un 

ApmerkuD^ i. Die 
weaeotlicL vcrscbieilene Kl 
uDgIcichtiegeud, und dam 
'UDmiltelbar uuf einunder, 
wechseln die Elemente jed 
nb. Im ersleo Falle giebt 
llau[>t8lrulilen), welche mi 



ftli- 


Lieg 


in- 


eines 


chel 


invol 


Re- 


liege 


alie 


|.uukt 


lebe 




eleu 


geord 




der e 


h ei- 


acliiu 


kt. 


auf e 



eo Kegelschiiitt getitttta 
erden, sckneideD eine Dt- 
ebige undere Tangente 



ogente 



§ enteil- 
en iD- 
npaara» 



r gen 



I Linie. 1 



) gieb 
Fall ein,' jcnaciiueii 
liegt, und in Ä), jei 
det oder nicht. 

Anmerkung 2 
besonderen Pnll ein 
erLält man einen 1» 

innere Natur i 



iuvuliitorisclien Gebilde zerfullen iuiwo 
lasen: entweder sind die beiden GebilJt 
I füllen je zwei zugeordnete Bleineilt* 
oder sie sind gicicbliegend, und dau 
es Puiires mit denen der anderen Paa« 
rB allcmHl zwei Elemente (IJaupt|iunttte, 
je zwei zu^enrd nuten tiarmnniscb gindi 
liemnls. la'a) tritt deritrsle und zwei» 



Punkt ;', ausserljulb < 
ücbdem die Gerade J* den Kegelst 



in f 4; 
sprocLen wird, näLeren- Aut'tchli 



Denkt Diun sicli links i 
T Involution von luuter 
gst bekannten Sati, 

Das hier Gesagte giebt zugleich über die 
^:igenscbaften der harmnuisclien Pole und l'oli- 



Steiui 



u Werkes audeuiend gt- 



M beliebig« Puukte gege- 
beu; ia depersteren ein ein- 
faches »-Eck zu beschrci- 
Leo, (leHBen Sei tcTi in gege- 
bener Ordnung durch die 
gegebenen Punkte gehen. 
Es Efi der Kegelschnitt A' u 

die Punkte p,,pj,p,....fn,;n-i-\ 
....pn gegeben, .tlaii J^nke airli 
durch einen beliebigen dieser 
Punkte, f. B. durch p,, unzählige 
Gerade gelegt, welche K in den 
Punklenpauren «., flji &i, bi ! C,, 
Cii bi; b: . - .. sclineidea, sudanii 
einen Punkt jedes Puares, z. lt. 
dl. &i, c,, b, ...., mit dem auf fi, 
folgenden i'unkte ;j, durcli fie- 
rade verbunden, welche A" zum 
zweilcnmnl in a,, b,, c,, bj . . . . 
Bchneiden, duun wieder diese letz- 
teren Punkte mit p, durch Ge- 
rade, welche A' in 0,, ti,,C.,b4.... 
Hchoeiden, u. s. f. die Punkte ai, 
itt ti^ii •■■■ mit pi, die Punkte 
ft<-4-i,bi-t-i,Ct+i,b*+i.,..niit;<i+i...., 
endlich diu Punkte g„, t«, Cn,5n..M 
mit dem letzten ger;ehenen Punkte 
pa verbunden, wodurch niiin die 

Punkte a„+.|, 6„+i, c„+j, b^+j 

erhält. Ferner denke man sich 
um einen beliebigen Punkt auf 
den llmfunge von A', uls gcmcin- 
sphulllicben Mitleluunkt, »+1 
Stroblenbüschel B,,B„B,.... 
Bk,ßi^i.... B„,B„+i gebildet, 
deren iStruhlen a,, £,, c,, </, ....; 
«„ //„ (T,, (/, ..... «,, Ä,, c,,rf,....i 
.... W, bt, et, dk....-, ak+\, *jM-i. 
cn-i, '/i+i....; ....0„, £■,<■'», (4--; 

«■-n. tiH+\, Pb+1, d„^i nach 

den gleichnamigen und gleicboiar- 
kirten Punkten des Umtaugea von 
A' gerichtet sind, so sind, dem 
Salze links des 4. I, zufolge, je 
iwci dieser Sfrulilhn^cliel, nelcbe 
UDmittelbar auf einnuder folgen, 
i> U. Öl, Bk-+\, in Ansehung der 
mgeordneten Stroh len paare at, 

hiOt, dl.... unda/4.1. bk+yct+i, 

i/l+i.... invulutnrisch; lolglicb 
sind äucli der erste und der letzte 
Nirahlbüseliel B ,. B„.^,] in Anse 
bng der calsprechcnden Mrublcn 




n beliebige Ge 
bcn; um den ersii 
einfacbes » - Seit zu 
schreiben, dessen Ecken in 
gegebener Ordnung auf den 
gegebenen Geraden liegen. 

Qd der Reibe nach 
die Geraden 7*,, 7*,, /*. .... Ph, 
/*{+! .... J'h i;e^ebc». Man denke 
sich von unxäbTigen Punkten ei- 
ner beliebigen dieser Geraden, 
z. U. der 7*,, an K die Tangen- 
lenpaare a,, a^; ä,, &, ; c,,c,; 
</,, i/, .... gesogen, sodann von 
den Punkten, wo allemal die eine 
dieser Tangenten, z. B. n^, £„ 
c,, d„ .,.., die auf /*, folgende 
Gerade P^ schneidet, die neuen 
Timpenlcu «,, ä,, c,.//, ..,., dann 
wieder von den Uurcbschnitts- 
punkten der letzteren mit P, die 
Tangenten 0,, fi„ c,, '/,...., u.s. f. 
vou den Üurcbschnittspunkten der 
Tangenten at^lit, eittlk,... uiitT^-, 
der ßfr+.i, Äf+i, Ci+i, rfii+i .... mit 
7*1+1.,.., endlich der Oa^linjC^, 
(In.... mit der letzten gegebenen 
Geraden Ph die Taugenteu a^+i, 
li„+\,CH+i,ä„.t.\-... t'erner denke 
mau sieb lÜngs einer betiehigen 
andern Tangente « -f- I Gerade 
-J,,^„-7, .... Jt,Ai+i....A„, 
..7;r+i auf einander gelegt, welche 
viin jenen Tangenten in den 
gleichnamigen und gleicbmarkir- 
tefi Punkten <l,,b,,C,.b ; 0,, 

b„c„b,....;o,,b,,c.,b,....;at, 
bi, w, b*....; U+i, bjt-M, tk+\, b)M-i 

....;..... a,„ b„, c„, Co ; a«+i, 

bfi-i-i« Cn-i-i, t„+\ .... gcschnilren 
werden, so sind, dem Satze rccbts 
des $. 1. zufolge, je zwei dieser 
Geruilen, weichte unmittelbar aat 
eiuuuder folgeo, z. U. Jt,jJi+t, 
in Ansehung der zugeiirüneten 
l'unktenpaure at, bi, Ct, b*.... und 
a*+.i, bt-t-iiU-H-bi+i.... iuvuluto- 
risch; folglich sind auch die er- 
Hte und die letzte Gerade ^,, 
An+\ in Ansehung der eutspre- 
chenden Punktenpaare (l|,b,,C|, 
b "Uil a»+i,b«+i, c»+l,b«+|.... 
prujcclivi»ch (Slviucr. $. 11. 111.). 



«ii*itCi.'A ■■■- "od rt,M-l. l^ll-t-1, 

«iH-1. ^n+1 .... pcoieciiviBcli (Stei- 
ner. 4, 11. III.). lst-DUD(e', r.+i' 
ein MtraitI, in welchem sicli awei 
entsiirecliendfe e,,«„.f.i vereioi^en. 
SU ensjiriclif JcmselbeD einPunkl 
jCiCn+i), welcher zum Auaifangs- 
liuukie e, der PuDkleareilie e,. 
e,,C| ..>. Cn. Cir+I tccuitmmen, mil 
dem letzten {"unkte t„+i zusam 
menrullt. Die Strehlbiiaeliel O,, 
/f,M-i aber liod durcli drei beli^^- 
Lii^e ihrer cntitirecli enden Ntrtih- 
len[inure »,, *,, c, und 0^1, 
/iH+i, Cn+i vollkiimmen bcslimint, 
AIsu ist die Aufgalic gelüst, wenu 
iDHn uuf die oben aDge§;ebene Art, 
vuD drei beliebigen I'unkten a,. 
6,,C, HUap:ehend, die l'unklcnrei- 
hrn a,,ai,a, .... a^, Qn+i; b,,b,, 

6, bn, bn+i; {,,C,, c, ... . c„, 

en.|.| bildet, die Funkte a,,b,.c, 
ued dn+l, t>n+1i Cn4-i '»it einem 
bellebi)feD PuDkle (/f,Zf„+,) des 
(ImtBogea von K durch die Ntrnh- 
Jen ai,li,,C, aui t/„^ji l^M+l,c,^+.l 
verbindet, und, imlcni miin bicIi 
zwei Slrahlbüsclid B, , Bk+\ vor- 
>4tellt. die in Ansehun>^ dieser drei, 
nis entüprecbeiider Sirabicnpaare 
jirnjeciiTixch sin'l, diejenigen zwei 
Sirnblen (ö.fn+i). (/,/.+i) con- 
alniirt, in deren jedem sicIi zwei 
<>nts[i rech ende vereinigen (Mteiuer. 
§. 17. II.). Nämlub jeder der 
l'.n.kle{e,e^0,(f.f«+i). wo diese 
Ktralilen dtn KctieUcliniit schnei- 
den, ist die mit /^, zu vurbindeude 
Heku eines derAnfguhe genügen- 
den Polygaus. 



Ist nun (e,E»+i) ein Puukt. in 
welchem sich zwei enisprecbend« 
t,lH-*-i vereinigen, so eotspriclit 
demselbeu eine'Tuni;ente(«,«,^]), 
welche zur ersten e, der Tangen- 
lenreibe e,,e,,e (?ji. '»+-i ge- 
wählt, mit der letzten Tiiugente 
^H+i zusammenfällt. Die Geraden 
-4, , ^H+i aber sind durch dfti 
beliebige ihrer enlg|irecbenilcii 
Punkte II jiaore a,,b,.Ci und (UHi 
ba-(-]. ta+i vullkommen beiliBHl. 
Alsii int die Ant'gabe gelost, wen 
man auf die üben bezeicbaete 
Weise, van drei heliehij^eo Tk» 
geaien a,,6,,c, uu^geliend, die 
rungenleurcilieu a,, «,, tr, .... 
«B, «n-t-ii Ä,, Ä,, *, .... ^H, Wit 
c,,c,,c, .... c„,Cn+i bildet, sidi 
\äu^B einer beliebigen nodern 
TuDgeDle (^,, -^n+i) zwei pro- 
jeciivische Gerade Jl,, ^n+l a»^ 
cinaiider gelegt denkt, welche 
von denTuDgeulcn 0,, £,,cr,nBJ 
"■-1-1. /'/r-H. c„+j in entsprechen- 
den Punktcnpuaren a,, ti,i Cj uiri 
an+u K+i. CM-igeschuilteD WW- 
deo, und diejenigen zwei PanUa 
(e,,e,^i), (f,,f,+t) conalniirt, ii 
deren jed'.'m sich zwei eDtspre- 
chenJe vereinigc-n (fjleiuer. f 17, 
II,). Nämlich jede der Taogeu- 
len (*,, e^+i), (/../■-w), welche 
von diesen Punkten uitagelien 
die durch P, liegrenzte f 
eines d^r Aulgubo genä^i 
Polygons. 



Anmerkung 1. Lüsst 11 
der Tangi-nleureihi-D a,, a,. a 
u. B. w. a,,», die .Stelle voi 
.inf ;',, ^, zn beziehen. 



I bei der Bildung der Punkten- 1 

a, .... On, «R-t-li "11 "11 "1 ••■•Ulli 4, 

in <t,,ff, vertreten, um sofort let^ 
ändert diesa nichts im ReHullnte, \ 

nicht nur |)rojectivisch, suudern involutortseii sind, lotglich, wena ' 
z. U. lue Slrttblen a,, s, beide zu Jt , gerechnet werden, 
Jtj dii' Strahlen a,, 0, cntsprechin niüssru; die Strahlbüschel A,, 
B„+i bleiben olsn identisch dieeelben, nur orscheineu zu ibrer £ 
Stimmung ein. zwei oder drei andere ibrer Ütrahleiiiinore gegehrni 
Anmerkung 3. Aus dem eben Itemerkten fi>lgt, ' duRS die 
Aufgabe links und recbtH hüchstens zweier Aufliisungen fähig ix- j 
Liegt ein einziger d.T gegeben.-.. « Puhkl. ' ' " 



gen fähig » 
icrhulb A,i 
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erzeugt er, wie p;efia$;t, UDglei(ili] legen ile Slralilliüscbel Bt, Bt+i. 
uud itudurcli müssen auQhßi,it„+i uiie;\viMlea[enil n erAea, WirU 
dagegen zn'isi:lieii Jt, iinil £„4.1 liie Liigu der Gebilde 2, 4, C... mnl 
umgekeLrl, au sind Ü,, B„+\ uottiwendij; gleicliliegend. Dnssetbe 
gilt von .4,^J,.+i. \eTg[fic\it muH liiermit äleiucr. $. 16. II., su 
folgt: 

Die Aufgabe \\»t nlleiuitl zn-ei AuflÖsuiigeu, ween 



■ gegclpc 



1 l'u 



r gegebei 
elseliiii 



Ke 

det"; 

keine 
Gege 



n Ge 




GegeDiheil staUfiode t. GegeDtlicit stuttfintlet. 

Anmerkung 3. Fiilirt niao die Consiructioii der Punkte 
(e,C„+,), (f,f*+i). sowie der Taegeule., {^,^,^.1), (/,A+-i) wirklich 
aus, sn xeigt es üIcIi, duss mau der Sirulillxiachcl /f,,/fn+i und 
der Gcrudeu ,1 ^ , ^«^-i gar nicht bcHarf. Vielnfelir liut mau tinki 
nur die Geraden a,bn+i nuH O/i+iÖ,, die sicli in l)„, nud die Gera- 
den a,fn+i und äM-t-iC] 7 die i>icli ia Co scliuciden, und sufurt die 
Gerade buC, xuzielx'U, au Bcliueidet sie A' in den g^nnunten Punk- 
ten; und recljla liut man den Durclisclinitt der 7'angenteu fr,, li„+i 
mit dem der Tangenten "„^i, ft, durch eine Gerade £„, und den 
Durdisclinilt der Tangenten »,,Cu-f.i mit dem der Tangeulen An-i-i, 
Cy dureh eine Geiade c^ zu lerhindcn, su ist der Durclisdinitt von 
li„,c„ zugleich der der erstgeunnnteu Tuugeutcu. (Vgl. Pnncelet 
Trailii art. 560 uud 561.) 



I 



■) Hut ein heliehiger Kegelsclmilt K i:,;i einem uudern belie- 
bigen Bcu;el8chuiile /"i^eine reelle oder Ideale dop[iclte Iterührung, 
und CS schneidet eine Icliebige Tiiugcnte de^ ;£weiten den ersleren 
in den Punkten By, fi\, wus aber nur dann mnglich ist, wenn 
entweder P, vi>n A umsciilusseu wird, oder wenn P, den A'üusser- 
Hell bcritlit't,, ohne ihn zu nniscliliessen ; wird ausserdem K von be- 
liebig vielen andeVen Tangenten dra P, \a den Punklen[)ii(ircn a,, 
a,; 0,, &-! Cii Cji b,,t, .... geschnitten, wn die Punkte da tl,.C, 

bt I) ÜhereinKliuiinend mit den Punkten a,, b,, C,, b, 

liegen müssen, 2) aber nach einerlei oder nncli enrgege agesetzter 
RiebluiJi; nnf dem Umfunge von K zu nehmen sind, je nuchdcm 
y, innerhalb nder ansaerhalb A' liegt, uud xieht m:in die Geraden 
B,a,,B,a^,B\a,.B\a,; ff,b,. fi.b,. Ä',b,, Ä'.b,; B,t„B,c,. 
if'.C, fl'.C; A.b., Ä,6„ Ä'.b,, B-.b,.... oder a„a,,u\,a\; 
*i,*=.^'..i'»5 c,,r,.c',,c',; ii„il,,W,.d^ ....; SU weiss mun aus 
EoDcelel'« Troile urt, Mi, dass entweder die Durchschnitte der 
(Urbhleniiiiare a„a\\ <^,. ^, ; c,,c\; ili,d\ oder der nndcren «,, 
••, i Ä,. i', ; r,,c',; rfj, '/', nuf der iterübrungGEehue A beider Ke- 
^schuitle liegen müssen. Es sei dna Letztere der Fiill. und man 
deuke älch die strahlen »,, li,, c,, i/, .... einem Struhlbüsiliel O, 
Und die Stnilileu tt„ b^, f ,, //, .... einem mit B^ i-i>i;ci'ulrisclien 




) = «•,(.-, ,4' 

Kegelsclinitles K 



UtiU umgekclirt: \Müet mim um eioeo beliebigen Punkt (B,B'^, 
i Kegel «cbnittes A~ zwei eoncentrlBclie [irujectiviscle ätrablÜ 
1 B^, B,, s» umhullcD die Scbnen des «rsteren 0,,a,, i,ti, 
C,C,, welcbe zuDäcbst viin drei bestiinmten ihrer entfiprecbendea 
Sitrahlenpanre a,,iSi; ^,, ^, ; c,.c, begrenzt werden, vier Kesel- 
acUnitte, deren jeder Ei doppelt berührt (Poncelet. art. 434). !)!> 
Tnn^enlenscbuarea dieser vier Ke^tacbnKte beBlinimen, indem sie 
K durcbücbneiden, vier Paar coarenlriscbe projecti^ische ätrablbfi- 
scbel B„ B^, wetebe, wievuhl jedes die Stniblen a,, £,, C,, a„ 
ti^, c, cnihält, durcbuus von einander verschieden sein milssEo. 
Diese Verscbiedenbeit aber ist nur möglich, wenn je zwei Sfrablen 
ff ,, a, viTscbieden unter B^, B^ verlheitt werden, wuhei z.B. des 
Bf entivedcr die drei fStrablen a,, <^,, r, nder a,,£,,c, oder a„ 
&a, c, oder a,, £,, c, znralten. Als» ist nutliwendig eiaes dieMr 
vier Paar StrablbUscbel iriil dein vor uns »n^en-immenen identiidi. 
6) Durch üieHeiüen Schlüsse wie in a) und durch dasselbe Ver- 
fahren wie in §. I. fi) wird raun sieb von der liulcen Seite des fol- 
genden Satzes überzeugen; 

Habei 



a zwei beliebige 


Kegelschnitte mit einftodsr 


llc oder ideale doppelte Bcrübrunpf, so bs- 


Dilichen Punkten- 


die sämmtlicben Tanireg- 


weichen die Tan. 


teupnare, welche von det 


ea einen den ande. 


Punkten auf dem Umfana« 


hschneiden, wenn 


des eiuen an deu snderei 


einen, beliebigen 


gezogen weYiten, auf einet 


»Uf dem Drafanite 


beliebigen anderen Tan- 


eren durcb Gerade 


gente des letzteren die ent- 


n werden, die enl- 


sprechenden Punktenpaare 


den StrahUu [innre 


zweieraufeinandergelegter 


itncenlrischi'r prn- 


projectivischer Geraden; 


>er Strabibiischeh 




UDll umgekehrt: 


.n um eiucn helie- 


Legt man längs einerhelie- 


nkt auf dein üm- 


bigcn Tangente einos Re- 


es Kegelscbniitea 


gelficbniltes zwei prujecli- 


eutriscbeprojecti- 


vische Gerade aufeiaander, 


trablbüHchcl, an 


SU liegen die DurchschaiU^ 



CD di< 

alt ICD |jaare begre 

rden, einen zweiten I 
sci-oilt. wciclier <len 
reu iloppelt berührt. 



Jer Tangentenpsare, wei- 
de vun den eatspreclieadeD 
l'uDklcn|inaren an den Ke- 
KetscLniltRei 
i u r il e iiL li iD 1 » II K e e I 
cIschnittB, 



den c 
rührt. 



o gen werden 

peeinesiwai 

iittB, welchei 

doppelt be 



AiimcrkDDg. Hüben die beiden Gpbitde ^„£, »der ^,,^, 
Elemente «, Bilder e, f, in denen sich zwei eulspreclicnde vereini- 
gen, SU bestimmen diese resp, die gemeinschaftlichen l'unkte oder 
' Taugenten, und sumit die Berührangssehne oder den Beriihrunggpol 
iler beiden Kegolscbnitte. Also haben diese letzteren allemal einen 
reellen Conluct, wenn die (.'ebildc B,, B, oder A^, A^ ungleich- 
liegend sind. 

§. 4. 



doppelt beruh 



beliebige Kegel seh 

geben; 
i-infn- 



dessen 8 


eiten in g 


Ordnung 


die letf 


rnhren. 




Die 1> 


er behufs d 


beiderseits 


mit der in 




lien der l»u 


Sregebcne 


Punkte zu 


p„ heriibr 


n, sowiä 


«, ....»n. 


o„+i auf d 



welche den ersteren 



ten in gesfebener 
uf den tlmTaDgen 



r Aut'lrif 



!■,?' 



■zustelle 



jde BetrnchtDDg stimmt 



in %,Vl angestellten ühet'ein, nurdoss hie 

kte a,, Qj, Oj ....On, a^+i u. a. w., statt durch 

hen, gegebene Kegelscbnitle p,, pi,p, .... 

is die Durchschnitte der Tangeulen a,, ir,. 

Umfangen gegebener Kegelschnitte Z',,/*^, 

" ' I liegen, und dass »on jeder 

von jeder Tanf^ente ai, zu 

erden kann, deren Wnbl nnr 

e a,^ a^. a, — du, a«+i oder 

1 beliebig, bei der Itildung 

c,, rf, .... anhebenden aber 

die Gebilde ßh. Bi+\ oder 

lerlicb oder äusaer- 
lich berührt. 

Anmerkung 1. Da «Isn der ücke d, zwei li^cken a,, jeder 
Ecke a, zwei Ecken a, u. s. f. folgen können, s<i müssen der ticke 
11,2-' Kcken Ctn+x, und dem Slrablbüscbel B,^ prujeclivische Strahl- 
bÜBchel B„+x, und ebensfi der Geraden A^'i" prejectivische Gerade 
An+\ entsprecben. Jede Combintition des B, oder A, mit einem 
Br+\ oder --/n+i liefert zwei Polygone von einerlei Art, welche 
die Bedingungen der Aufgabe befrieiligen; also ist dieselbe im All- 
gemeinen einer Anzahl von 2"-*-) Auflösungen fähig. .Statt eines 
' uder mehrerer, z. B. la. Kegelschnitte pi,- oder P^ können auch^ 



....Pn, statt auf gegebe 

[-Ec'ke u zu zwei Ecken a*+i. sowie 
^wei Tangenten oi,+\ übergegangen n 
bei der Bildung der ersten l'üuktenreil 
Tangenlenreibe e,.«,, a^ .... a», an- 
der übrigen, von b,,C,.bt '■.• «der /l^ 
. dadurch vollkommen bestimmt ist, das? 
L Ak' '^i+t (illemal gleich- «der nngleic 
' nachdem der KegeUrbnitt pi. oder Pi, 



iitclbur erbellct, m Punkte oder Gerade 
iluDn reilucirt sich ilie Aoziibl der icö^li. 



was iwvi %. 1. uitd §. 2. 

beliel)i{! tcegcbeii si-in, 

cbcD AuftöäunjteD iiut' : 

< Aoinerkuug 2. Ferner lüsst sieb liier, wie in $. 2. Anm. 3. 

* dnrthuo, daas diese Z'+i AuHuaun^en alle ffirklicb ütnlibHbKti, wenn 

eine unfcenide Auzalil der Ki-((eUcbnitte /(, /;„ oder /*, .... A 

den K ausserlicb bcrübreo, unil duss sie Dur im enlgegengeBSUlH 
Falk säinmllicb oiler zum Tbeil illusu-riscb werden kötiDen. 

AnmerkiiDg 3, Iteaonilcre Fälle Irelen ein, weirn ein BnJi 
K^ 3a mit K ciincentrUrbe Kreise und n — m Pookte Diler Ger«te 
gegeben sind. Sebr leirbt und für den Unterricbt p;Dnz besondtn 
ni[ifcblen ist die erste der folgenden Doppetnnfguben : 



liebig gege- 



dcsBen Ecken in gegebenec 
Ordnung auf den Umfängai 
'■" ' ;en Kreise und, die 
uf der gflgebeneii 

den li 




TAdlJfr 




\ . 



Örumrty ArrJi 
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Nelimeu wir «^1, ä^ — ], so gelit das vorstehende X io nnur 
friilieres über; nehmen wir ferner ^=1, a^ = und bemerken, 
daas X»^" sitL lür a: = l annullirt, so wird 

AX/'X^'-^f/x := — — / A>Ä7"^''-''/a7. 
I np-i-iuit/n 

Daraus erliält man, für m = »'+-l, 2m +1 u. a. w. der Reihe Hck 

/''A>Ä:"(Ar = i r XPdx, 

(«p^-2//+l)(«p-|-« + l)y 

fix..... 



fl^Pd. 



(«p + n + l)(«p+2n+l)' 



Das Gesetz dieser Zahlen ist Iviclit zu erkennen, Bezeiclrnet nun- 
licli -T- irgend einen dieser Quotienten, so sind die näcLstfolgendH 
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V 


P /;„-..,.-.«..-...=i.gffla. 


fl 


und rar den speckller. Fall ß — j^- 


-■ 




« 


Hiernacli loaseo sicli die Werllie der Integrale (1) Iciclit nngeb 
indem mun einniBl a = p + l, ilaon u=ft-i-f~t-l nimmt. Di 
ird 


ri 


, r(p + i)rfi-) ^ ^ j r[p-Hp-*-i)r(^) 


1 


yO") — - • 1 ' f(l' i v) — „ • 1 


^;. + ,)_, r(p + ,+ .) '"f^+^-^i) 


J 


^^^ rCpH-,+ ,+i) ^"'-^^» 


d durch VergleichüDg mit Formel (3) 


^ 


r(/i + 9-H l)r(p + 1 +— ) 


>(«) ■ 


r(p + 9 + i+^)r(p + i) 


■ 1 r 1 '■»+«) 1 


1 1 


■?" «p + n^-l" ' («;. 4- » + 1) («p -H 2n -4- 1) 9^= ■-■ 


lese fileichunp gilt fiir granz beliebige p, y und »>0. und liefert 1 

nncli den sijpoielIeD Wcrtlien dieser Grössen bemcrkenswerthe H 

fBultnle. wie folgende Beispiele zeigen werilen. ■ 

1) Nimmt mnn a = l, /j, ^ gnuz und positiv, so erLüU mon H 

iter der Bemerkung, dass für jedes gauie pusitive m H 


r(OT4-l) = l.2.3....M 

P ^ JT 1 '"^ J 


1 


P + 7+1 ^" P-t-2" * (p + 2)(p + 3)9» ■■■• 


■ 


ler, p — 1 für p gesetzt: 


1 


'' ~ ' n- ^ rr 1 ' ■ ^ , f-1 


1 


p+,-7» p-^.i'^'+ip + iiip + 2)^^ •■■■ (5) 


Fobei die Reihe eine endliclie ist. H 

2) Für ? = — 1 ffielt die Gleichung (4) unter der Benierluinir, fl 

BBS für jedes li, r(f^ + l) = i^r(f,) ist: - -= ^ 


Thdl IT. ÜS 


' ^H 




^^ 



p+- 



■ =* + » 



.(l-t-n) 



i)(np-t-2«+l) " 
worin p und m gonz beliebig aind. 

Für »^—,p:=ß — fl — 1 folgt daraus: 



ß- 



?^hriT = ' + 7 









id iiosifiv , 
" MiuoeD, 

B»i- 



bekaiintCD EigeiiBcht 

ist, ergiebt sich Dacb leiclitcr Reduktioo: 

(p + I)(7^-t-2)....fp + y) 



oder /» — 1 für p gesellt: 



1 1.3 

= 7- 2p^i^'~*~<ap-i-l}{2p^3i ^' ■ 



Nelimen wir n-!i?<1er «, p ganz nad positir, aber ^:^m-- 
ganz und positiv Ut. so ergiebt sicli: 

1.3.S — .(3p + 2M — 1) 1.1.3-...(gp + l) i^ 
2.4.li....(2;.-t-2/fl) ■ 2.*.6....iap) ' 2 




:^'->>. 



«). - . . . 
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Von den lieiJen letzten Gleichungen InsEt sich itocli eine elegante 
ADwendung- mnclien. 

Deokt mttn eich nämlich die Zahl p von bedeutender Grösse, 
8V kann man 



durch ^ j eracUen. In die 
rechten Seite der Gleiclinn^ (9) 

deren Summe gleich ist 



-f-5' 2p + 7' 

Falle wird die Reihe anf der 



p + 3' r 2p-i-i- 



IVir haben daher aus (0) tur ein sehr grosses p näberungsweise: 

2.4.6 — .(2/-) „^^^jTjrS 



2 2/(-|-l 'l.3.5....(2p — 1)' K2;j-f-2 ' ' 

£henaD leicht ergiebt sich aus (10): 

ü — fs„ -t 21 1 a-'-6....(») 
-j — (V + 2) (3.5.7....(a,-n)' 

Beide Gleichungen sind um 
-Rird, für unendliche p fallei 

Einige der spezielleren Reihen unter den ohigi-n sind schon 
li«kannt, ohne dass ihre geiBeinscbuftliche Quelle (4) bemerkt wor- 
den ist. Die Naherungsforniel (12) gieht ohne Betreis Buler in 
der Correspundance matb^matiqae et jibjBique.de qnel- 
•jnes c^lebres g^iimetres du XVni™" siede .... St. Vi- 
lersbourg. 1843. Turne 1. jj. 47. 





XL VII. 

Entwickelung der Iiüheren Integrale von 

\oga;.(lv, nebst einer Anwendung auf 

die Summirung einer Reibe. 



Herrn Scliuhiuitscaiididatrii F. ArniU 

zu Greifswalil. 



Ddh erste Integral von lo^ xtia: finilpt man unmittelbar, wcnl 
niiin nuf dasselbe die nllgemeiDste Reductionsloroicl nnweDdet; (Jenl 

Ca iatyiog.»vte=:iog xj iix~J -^Jdse^xXa^x — X-\rt, 
wo e die willkilbrlicbe CiinBtante bezeichnet. Die Bestiminiing d« 
zweiten Integrals kommt liiernncb atif die des Inlegnls I xXa^xix 
zuriick, welclies elieiit'ulls durch pariiciilnre Integratiiia fjfefundei 
wird, iDilem Ix log x*/« = log x j xdx — / — ß xdx = 

\x^\t>^x—\x'''\&\,J log xdx-^iiiX'' log X — J^r'-t-ar+en 
wo r, die neue willkülirllcbe Con^^tHnle. Getit mnn diese Eat- 
wiukelung iiufmerksam üurcli, und aelzE sie noch weiter fort, m 
siebt mnD, dass die Bestimmung von / \a^ xilx lediglicli (>' 
die van Ix™ log xdx zurückkommt, indem m eiue positive gniic 
Zobl iat. 

Nun ist fa^ log xdx= log x/x^dx —J'^fa 



Wendet man diese Foi 



/"'■>s 



allgeal 



xdx durcb /„ bezeicbnen; 



, X* log X 



3.3.4 (3.3. A)> 
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Daher ist allgemein 

" — 1.2....» (1.2....i»)»"*"l-..(w— 1)"*" !.«.(«— 2) "*", 1 

♦ 

iDdem c, er,, r,, .... ^it— i die u willktihrlictien Constanten sind, 
ind pn ein vbn or unabhäogiger Coefficient ist, auf dessen Bestim- 
mung es lediglich ankommt. Ich integrire die Gleichung 1. noch 
einmal, und erhalte: 

V 

*• ^'^ — l.2....(iH-l) M.2..-(w-l-l)|* "*"l....w"*"®*^''^^'' 

~ 1.2....(«^-1) 1 1 .2.... («-|-l).t * i ...^ "^ -t- Cn. 

Somit haben wir die Relation pn-\-\ = (^+1)/^^ + 1 . 2 . 3 . . . . j», 
oder es ist 

5. Yn — i.2.....«"^(1.2...iij» "^l....(i»-l)"*"l.M.(w— 2) "*" 1 

Hn4 dabei ist /; , = T und ' 

* nunaoer ^i,2....(k^\)\' 11.2....(A+l)i»~~1.2....ifc.(-fcH-l)» 

Stellen wir also den Ausdruck 3. unter der Form dar: 

Bo haben wir zur Bestimmung von qn die Relationen: 

gk_^ 1 

yii+i 1 

«• s. w. • . 

bividirt man die erste dieser Gleichungen durch (^+2)(Är+3)..,. 
C^+jit), die zweite durch (ArHh3^ (Xr-|-4)....(A?-f-/i*) etc., und ad- 
dirt dann a^e zu einander, so wird 



*+/< (ti-i)...(*+c)~i.2....(t+-rt 't+i"^*+=" 

oder für * =; I : 



oder 



*• W= 1.2.1...... 

Datier wird eodlich 



a...(,,+i) — i.2....(,.+i)li + i-'--- + 



X /.= 



=nbii'°B'' 



;H 



1 ....(«-!) 



etc. + c„—iX -+- Cb— |. 



I 



Die CoDStanten sind so lange willkübrlicli, dIh nicht ungegeben iit, 
zwischen welchen Grenzeu die Inte^rule gemiinnien werJen sollt». 

Wir wollen nun selieu, wus aus den Ciinsinnieo wird, weil 
alle iDtegrule für ^:=1 verscbwinilen , indriii dieser Füll deilialb 
euer braanderQ Beacbluog werth iht, weil er uua zur E^uminiriing 
einer Reihe fuhren wird. 

Nehmen wir also das Integml 7. zwischen dcu (ireuzea 1 und 
X, ID wird 



wenn wir 1 + ^ + 1 + -... +— durcb 2a be^eiclinen, oder fuf 
.2'„=:«/ + m,;',+«,yj+«,;', etc. +»,,-i;-„-2-l-;',i-i, 



;„_,=(»~l)/+(/,-l),/,+(«-I),>',+....+(«-))„-2;-„_H-^-^ 

u. s. w. 
^, = 2/ + y, 

Multiplicirt man diese Gleicbutis^en der Reihe nach mit 1, — "ii 
Mii — », etc., und uddirt sie niich der Multiplication zu eioBoder, 
"" wird 




1- 
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welche für jedes positive % convergirt, das die Binbeit nicht über- 
steigt^ und integrirt »mal hintereinander, so ist^ da alle Integrale 
für % = 1 verschwenden, nach 11: 

(l--g)w+l (1 — g)>»+8 (1 — %)«4-8 

J .... (w+i) 2.... («-+-2) "*" 3 .... (/»+3) 
^ ' I ® ' 1..;.« 1 J....(» — 1) 

^a— 2|^i xn-i 

"•* 1.2 • !....(«— 2) 

U. S. W. 

oder wenn man 1 — x = ar setzt: 

12 arw+i a:n+2 j;w+» ^ 

1.2....(iH-l) "*"2.3w.(«-|-2) '^3.4....(«+3)"*" *** *"'• 



1.2 ' l^{n—2) 



• • • • 



iJW~i4-»i^it-a— etcqpim-iX 



1 •2.3m..m 



'] 



Der absolute Werth von a: darf hier die Einheit nicht übersteigen. 
Für ^ = 1 wird 

1 o -l g *^ g ■■ , • • p 

1.2....(w-|-l) "*'2.3....(«-|-2J "•" 3.4.... (» -1-3)"*" *" ' 



L l*2«3M».fi J 






XLvm. 

Entwickelung der Functionen 
und 




cos x" cos O)"* 

. Reiben, die uaclt den Potenzen von tang ^ 
^aufsteigen, mit Hülfe des Maclaurinscben 
Tbeorenis. 

Von dem 
Uerro Schulnmts-Ciiniiidiiten F. Arndt 

7U Greifswald. 



Zufolge des MiidauriQsclieD Leiirsutiea 

iJie nncb den Puten 
, diese Grössen als I 
ilieru Ditterentialquutieuten nncli ji 



[■belnicLien. und 

änüerlirlieij bcslin 
Mun ^f.ti.e »I: 



D RcilieD, die nncb den Putenzen von laqg ^ fort- 
ickeln, diese Grössen als Punctianen vun tao^ x 



1. /(ii, 



») = ; 



Um diese Function nocli tan^ ce zu diSereozürcn, entwickele 
man zuerst ilireu Differciilialquolipotcn nach x , und multiplicire 
densdtieu mit dem DtfTcreDtiiilquoiieuteri tou x nacli taug x^ d. b. 
mit cos ^>, HO crliült raun 

2. /'(taBg^) = -».^^^^^. 



3. /"'{lang ^) = -«(«-!). 



Du dieae Fuaction wieder dieselbe Form wie die Function 1. 
angenommen liat, bo wird man, /"'(tatig x) zu finden, in 2. n — 2 



4. r(>»°s ^) = "(—I) (» - ä) ■ ;;,„% ■ 

Ferner wird muri, diese Gleichung nach tang ^ zu difTeremii^ 
I, in 3. M — 3 für u setzen , und das Resultat mit — j»{m — 1) 
lli|i[icircii; dadurcli wird 



5. //"-(I.ng «) = »(»- 1) («-2) (,- 

Auf diese Weise ItDiin man immer weiter fortscbreiteD, nnd 
iiält ulls;ei 



6. /-'(1"''b;-») = (-i)'''(»- 

7. /"-■(l...|i;*)=(-I)«..(»- 



-r)....(„-M+i).- 

l)....(»-2*+2) 



iteD, nnd^H 



Beliandelt in^ii die Function g!{tanga:] = 
liehe Art, HO entsteht 

8. f--'(l.nga:)=(-l)'.»(»- 
9. y!«-l(l»ne: :») = (-!)*.»(« 

Nun niuSB man die Werthe liestimmcn, welche diese Differt 
tialtjUGtieoleij für tunjr ^^ = oder Tür a: = ± }.7f anneljmeo, wo 
X eine positive ganze Zahl ist. Fiir diesen Werth t 
nacli 6. 7. 8. U. 




? ist aller 






= 0; 



V"(0)_ 






t nacli Maclaurins Tlieorcm 

— = 1 — M,taogi;*+»,taDg.3:* — ....±«m— stangÄ^-M-Jl, 

- ;=«, tang^ — «j tiiiig'iF' +... .±»tai— 1 (ang'jrä*— i+ff, 



Ä =(— l)i.«ai_i taug jri«-".s 
Ji'= (—1)'. */;« fang .r« . sin («- 




n(«-2, 



1-1)5^^. cos (#j:)2i-^i 
cos(*»-:"-'', 



£^, d^' xnisclieD und l liegen. 

enn nun n eine positive gunze Zahl tat, SO brecLeo die Reilicn 

selbst ab, die Reste TerscIiwioUcn, uud die Gleichuugeu 10. uud 

l. gelten für jedes beliebige x. 

Wenn aber » keine positive guDxe Zahl ist, su darf muti dieRei- 






r 
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?eii nur dunD im) Unenilliclie fortgiehen lassen, wenn R und R'' 
sich der Null nähern, indem der Index ins unendliche zunimmt. 

Da nun in obiften Resten die Sinusse die Einheit nicht iiher- 
Bleif^en, d» ferner cos (ffar)W-«-i ebenso wie Cüsl^a:)»*--" sich be- 
kiinnfermansBen der iSull nähert, WPun cos(5-irJ oder cosCS'.a;) kkjiier 
als die Kinbeit und constnnt bleibt, wenn dieser CtisiDa5=l, so 
bleibt sin (« — 2A + l)ff.i:.C(is(&:i:)«-"-i, so wie sin(»— 2X-),?'ar. 
coa (5'a;)W— a mindestens endlich, und die Reste werden sich also 
mit «ac— I tang a:'^—^ oder »« tung af^ zugleich der Kuli nübern. 

Nun iat «ai+si tang x^^-i- 

-EU («-at)(«— at— i)....(w— at— w+i) ^ _,, 
= «M tang ^ . ^j ^^^ijfo^^a,l(a^-+a,) fos ^i 

. =««tang^.(l-^){I-^,)....(l-^-±-^) t,ug .r=^. 
^^L, Ist daher /i+t [lositiT, so ist 



«at+31 lang ^W*a < «m tg «:=* . (1 — ^^^ ) tg a^^i 

< «y- tg ^-w 1(1 _ ^±1) ,g ^pj. 



Ist aber «-f-1 negntiVi so ist 

«a(+3i tang ira*+«i < «M tang .r^« {(1 —^--j) tang a:j«, 
' Ist endHch » + 1 = 0, so hnt man 

''24-t-äi taog «^■"A = «si InDg j;2*. tongar'i. 
Im ersten Falle nähert sich ria+n fang oM-^^l, der Null oder 
wächst ins Unendliche, jenachdem tangf.Z'^l (indem wir nur den 
nbsoluten Werlh verstehen). Denn wenn Iuug.3r<rl, so ist auch 
(1 — ^ „, ) tang J7<^1, nachdem ^ blntänglicb gross gewurden; 
wenn uhrr tang .v ^ 1 , so kann man X so gross nehmen, dass 
(t — 2A ..ü ) '*"S ^ '""^'' ^1' •'■^"i' "iicse Bedingung erfordert, 
1 S/'-^JA tang a: 

rt-(_l 



im zueiten fülle kann man ^- so gruas nehmen, ilass, wenn 

,1 tang ^-^l, auch (i — ^. . ) lang a:<^\; indem diese Bedingung 

I erfordert, dass — ö^rrT *^ jj -. Wenn aber tung ir^l, su 

y, iat üucb (1 — atzir) '""8 ■^i>-'> ''« «+1 negativ. 

I Im dritten Falle nimmt tung x-l mit -v- ins Dnendlicbe ab, 

I wenn tung x<^l. Ist tang ^^1, sii nimmt es ins Uuendliche zu. 

Aus diesen Bctruchlungeu folgt, diiss die Ri^ihen 10. 11. con- 

vergiren oder divergiren, jenachdem der absulule Wertb von taug ^ 

kleiner oder grösser als die Einheit ist. 

Somit bleibt uns noch der Fall zu uutersDcheu übri^, in wel- 
chem der absolute Wortli von tang ^^1, " '" '" '"' 




1 pusitivj SU ist 



Onher uäbert sicli der Loguritliinus von n^tt.^^ der Grenze —ff, 
weDD X. sidi dem UneDdlicliPii iialiert, fulclicli l>at tiii-t-ji selbst dit 
Null zur Grenze, und die Reilieii 10. U. couvcrgirco. 
2. WeuD n + 1 negativ, so ist 



log 7/M+3i>l0g «ii- 



Dn aber die Sui 
und - 



" 2^:^11" 



■■■"'"ät — ^ ""' ^ uucndlicb wirf, 
i liebaontermansseD euJIicb bleibt, an 
rneil<llirlieii. also wird aucli 



"2^441 <»■' ^ uuendlicb, und die Reihe 10. »detail, divergirt. 

3. Wenn «+1 = 0, so bleibt der i.baulule W ' 
constnnt, und die obifrcn Reibeu divcrj^irEn wieder 

Somit biibep wir das fulgende Rcsullat erliulte 

Die (JleicbuDgcD 



-^1 +"1 tang ir* — elc. 

positive ganze Zsbl iiti 
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Ist aber «« kemn positive g'aiize Zahl, so cunvergiren obige 
iüen, wenn der ubsoiuie Wertii von t.itig x kleiner als die Bin- 
»eit; ist der absolute Wertb von taag ^r^l, so converg-iren sie 
DUcli dann noch, weuD mH~1>0. Id allen übrigen Fällen findet 

oebinen die Gleichungen die 
»j cuB .*r"— *siu a;* — etc. 




lU »ei am Rl il telpuiik te O (Tsf. VII. Fi^. 10.) eines 
Kreises ein belieliiger Winkel AOB = a, und auf der 
Perinh'^rie ein wi II k iilirliclier Punkt /' ^cgel.eu. Von P 
sind nuf die Schenkel des Winkels AOB die üeukreuli- 
ten PC und PD gefällt. Es soll die Eotlernunt; CD der 
Leiden Fuss|>unkte C und B dieser Senkrechten von 
eiuandcr bestimmt werden. 

Alan ziehe den Halbmesser OP, den wir im FolBrenden als tiin- 
Iieit iinnelimen werden, unü bezeichne die beiden Winkel AOP 
und BOP mit ß und y. In dem Dreiecke COD ist 



= CO"" + BO^ —"iCO . nO . ca& «, 

i folglich, weil CO = cos ß. DO=zcos y ist, 

fl' ^ cos* ß + cos' Y — 2cDB a cos ß cos y. 



\ ,.- 

Es ist aber bekauntlicb 

cos'f? — sin'y^cos dS + j") cos {ß — y) 
und 

2eoH ß CDS y=cos (^ + y) + cos {(« - y). 







^^^" 
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Mithin ist 








CD^ = c 


.. ^ + r) c 


• (f-/) + l-co» 


B to. ft+r) 






— COB 


«CO. (/!-,), 



I 



also, weil a = ß + y ist, 

CA' = 1 —cos' at=siii» ß, 

und folglich C/} = sin a. 

Die Länre vüd CD iat daber unoblnna;!^ vni 
Punktes P, indem dieselbe lediglich von der Grüg 
« abiiängt. 

NelimeD wir das Dreieck r/Jy zu Hülfe, so geh 
einfuclier za demaeibeD Kcsullate. Denn in dicBetn 



Igen 



Dre 



cke ist 



C/>"=ain»|S4-si 

da der Winkel C/»/? = ISO« — «, und 
— cos a ial. Aildireu wir diese Gleicbuog 
CDO sich ergebeuden Gleicbuüg 



;' + 2cOB a sin ß sin y> 

in sein Cosinus ^ 

ler aus dem Dreiect 

i'y — 2c«s « cos /S cos /, 



'jS)H-(sinV-*-co!.'/) 
s (S cus f — sin ß sin /), 



also t'Ö = sin «. 

Audi durcb Anwendung des Ptolrmaischen Lebraaties wurdf 
wir unmiltelbnr zum Resultate gekommen sein. DeoD da 
ecke fiCPD die gegeDiiberlteguadea Winkel sieb cioander snp^ 
meutlreo, so kuno dasselbe als ein einem Kreise eingeschrii 

lebtet werden, und der angefübrte t!iatz liefert daber die C 



cliui 



CD . (97»=: CO . DP-h DO . CP, 



eil 0P=:1, CO = c: 



i ß, D0 = 



1 ß, DPA 



»^■ = siu((?H-^)r=si 



Endlicb crgiebt 



leicht durch diu Betrachtung, daaa die Entfernung der du 
laugcruug der beiden Senkrechten PC und PD bis zur Peripheil 
enlEtandt^neo Durchschnittspunkte E und P (Tat' VII. Fig. 11.) e 



mal das Dopi>elte von CO ist, < 



die Pru|iortiou 



EF.CD = EP: CP=%:\ 



